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内容简介 


本书是高等院校高等代数课程的学习用书，内 
容包括两大 部分： 一是线性代数，包括向量空间和 
矩阵，行列式，抽象线性空间和线性变换，双线性函 
数和二次型，带度量的线性空间，若尔当标准形理 
论；二是一元和多元多项式。书中对课程学习和教 
学中的难点作了详细的剖析和讲解，同时精选了许 
多典型例题以增进读者对所学知识的理解，提.高分 
析、处理问题的能力。本书讲述的内容涵盖了国内 
通常使用的一般高等代数教材，特别是作者编写的 
《高等代数简明教程（上、下册）》（北京大学出版社， 
2002) 的教学要求，因而也适合作为这些教材的学 
习指导书。 

本书可作为大学本科学生学习高等代数的辅 
导书及教师教学参考书，对青年教师及准备报考研 
究生或已进入硕士研究生阶段学习的学生复习、提 
高代数课程知识也是基本参考用书。 


序 言 


代数学作为大学教育的一门基础课程已有数百年的历史。在 
现代，它不但是理工科学生的必修基础课，经济类专业和一些文 
科专业也逐步把它列为学生的必修倮或选修课。这一事实表明， 
对青年一代进行代数学思想和方法的训练，对提高他们的综合素 
质和处理问題的能力有重要意义，这已成为中、外教育界的共识。 
数学的发展史是人类文 3 月史的重要组成部分。人类研究数的运 
算，按有据可考的年代算起，至今也有五千多年的历史了。这样漫 
长的时间内沉积下来的科学知识，无疑是全人类智慧的结晶。大 
学教育的目的是让责年一代继承先辈留下的精神財富，以便他们 
站在更高的起点上去开辟未来。代数学课程的教学，当然应当在 
这个总的指导思忽的统率下去展开。而编写一本高等代数课程的 
学习辅导及教学参考用书，也应当以此作为根本的出发点。 

现代大学代数学的教学内容和中学代数已有根本性的变化。 
这给学生的学习和教师的教学都增加了难度。编写这一本《高等 
代数学习指南》，就是希望以此帮助学生免服由于不适应代数学 
中全新的研究对象和处理问題的方法而产生的困惑，同时也为讲 
授此课程的教师提供一些便利的条件。目前，为了应对高考，实行 
題海战术的应试教育所迨成的恶果已是人所共知。在大学中不应 
重蹈後辙。因此本书主要采取如下两方面的 做法： 

1. 不是罗列大量问題的題解让学生阅读。实际上，在教材及 
课堂讲授中已包含许多命題、定理及其证明，除此之外再去阅读 
大量题解未必有多大效用。本书针对学生学习中经常困惑不解或 
容易出现偏差、错误的地方给予详尽的讲解，帮助学生从中学代 
数的初等知识逐步过波到现代代数学的新思想和新方法上来。 

2. 在学生理解各部分基础知识之后，再精选若千具有典型 



意义的例題予以讲解，使学生的学习深入一步，认识如何用学到 
的知识去探索、分析、处理遇到的新问題。这些例題有三种类型， 
第一种是带有典型意义的基本題，它们概括了处理某一类课題的 
规范性方法，是学生必须牢牢掌握的；第二种是中等难度的题，它 
们使用的方法、体现的思想在代数学中具有典型性，学生应从中 
体验代数学的基本思想和 方法； 第三种是较难的題，其中许多是 
北京大学数学科学学院本科高等代数课程历来的考试題或本书 
中首次給出的题。它们具有较大的启发性，同时又能检验学习是 
否扎实，是否达到较高的水平。每节后附有练习題，都属基本題， 
目的是帮助读者进一步复习巩固。 

建议读者按下面办法使用本书。 1. 首先认真阅读各部分的 
内容提要和它们后面所作的评议。这是检验是否理解该部分基本 
知识的关键，如发现理解不够或有偏差，必须认真复习课文，以求 
真正领悟。不可只注意做作业或例題，忽视对基本知识的学习。作 
題只是为了帮助理解基本知识，不可本末倒置。 2. 在真正弄通该 
部分知识之后，再来看各个例題。但不要立即阅读解法，先自己动 
手解该例題，经过一番思考、推理后，再回来看书上的解法，跟自 
己的想法对照，看自己的思考有何优、缺点。如果自己没有解出该 
題，想想自己的思路在何处出现偏差，遇到什么困难，从中得出应 
有的经验、教训。 3. 最后再想想该題有无其他解法，能否找到更 
好的解法。只有这样认真对待，才能真正收到较好的效果。 

本书按高等代数课程教学的基本要求编写，不管课程使用何 
种教材，都可使用本书作为学习辅导材料。但本书编写的基本思 
想则与作者编著的教材《高等代数简明教程》（上、下册）相一致。 
该《教程》（第二版）中所有稍难的习題在本书中都给出了详细的 
解法。 

最后，作者对本书责任编辑刘勇同志的细心审校表示衷心的 
感谢。同时诚恳地希望读者对书中不足之处给予指正。 


作者 

2007 年 8 月于北京大学 
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引 


言 


代数学是研究“运算”的科学.下面我们来对这句话作一个粗略 
的解释. 

在中学代数中学习实数和它们的加、减、乘、除四则运算•减法是 
加法的逆运箅，除法是乘法的逆运箅.所以，实数实质上只有加法、乘 
法两种运箅.人们熟知，在从事任何工作时，都必须遵循一定的规则 • 
实数的加法、乘法自然也要遵循相应的法则•这些法则归纳起来，最 
根本的是如下九条. 

— 、加法的法则： 

1. 加法有结合律，即 a +(6+ c ) = ( a +6)+ c ; 

2. 加法有交换律，即 

3. 存在数0,使对一切实数 a ， 有 0+ a = a ; 

4. 对任意实数 a ， 存在实数6,使 6 +a = 0. 

二、 乘法的法则： 

1. 乘法有结合律，即 a (&) = ( aMc ; 

2. 乘法有交换律，即 

3. 存在数1，使对一切实数 a ， 有1 *0=^; 

4. 对任意非零实数 a ， 存在实数使化 =1. 

三、 加法、乘法有分配律，即对任意实数 a ， hc ， 有 

a(b + c) = ab ac. 

因此，用严格的科学语言来说，全体实数组成一个集合，这个集 
合内有加法、乘法两种运算，这两种运算遵循上述九条运算法则•中 
学代数学就是以它为基础展开的.认识这一点，对于学习代数学中较 
深入的知识是至关重要的. 

初等代数学的这些粗浅知识对数学和自然科学是远远不够的， 
人们的认识在不断发展.首先，人们早就发现单有实数是不够的，在 



实数范围内，最简单的二次方程 ： T Z + 1=0 都无解.于是实数系被扩 
充为复数系.但是上面指出的基本的思想没 有变： 全体复数也组成 
一个集合，这个集合内有加法、乘法两种运算，这两种运算同样遵循 
上面指出的九条运算法则(把其中的实数换成复数即可).于是，代数 
学的研究领域往前迈进了一步，由实数运算变成复数运算. 

当我们的研讨再深入一步时就会发现，我们处理某个具体的问 
题时，实际上并不需要考虑全体复数，而只需要处理一部分复数.因 
为我们同时要考虑其中复数的加、减、乘、除运算，因而自然要求这部 
分复数对上述四则运算是封闭的.于是人们引入了数域的概念.设 
K 是一部分复数所成的集合，假定其中至少包含一个非零复数（因 
为只有复数0的集合无研究价值），而且对任意士 
de /:， 且当6关0时， feK . 则称尺是一个 数域. 遵循上面指出的 

基本思想，我 们说： 数域是一个集合，其中有加法、乘法两种运算，这 
两种运算满足上面指出的九条运算法则.这样，当我们研究某个具体 
问题时，可以把研究局限在某个具体的数域内. 

全体复数显然组成一个数域，称为复数域，记做 c . 全体实数也 
组成一个数域，称为实数域，记做 R •全体分数(分数又称为有孕数） 
也组成一个数域，称为有理数域，记做 Q . 对任一数域取其中非 

零数〜则 o = a - a e 尺 , i = fe / c ，一 i = o - ieK ， 由此推出任意正 
整数 ”= i + i + … + ie / c ，一 ”=(— i )+(_ i )+ … +(_ i)e 尺•于 
是，对任一分数^•，由 m , n €： K , n ^ O 推出所以任何分数 

n n n 

K . 这样一来，任何一个数域 A ： 都包含有理数域 < QL 上面这个简单推 
理实际上运用了一个原理，即全体整数所成的集合(今后都用空体字 
母 z 来表示）实际上以0,士 1为基础按加法来构成.这个认识很有 
用，许多问题都借助它得以迎刃 而解. 这从后面一些例题就可以看 
到. 

例1设 

Q(V^") = {a + bJY\a,beQ\. 

证明它是一个数域. 




数，则 n 必为偶数，设 n = 2/ fe ， 则 20 i 6 2 = 2 m 2 , 即 m 2 = 10 ife 2 为偶数，于 
是也是偶数，这与 ( m ， n ) = l 矛盾，故 a ^ O . 这时 
5 = a 2 + 2^ 2 + 2 ab - J ~2 , 

即 ' 

矛盾.因此 ， vy )= a •.按例 2 即知 Q ( s / y ， vr ) 是一 

个数域 • 

从上面的分析可见存在许许多多不同的数域(读者试证明存在 
无穷多个互不相同的数域).现在我们对一元高次代数方程作一点简 
单的讨论，从中可以看出引入数域概念的重要性. 

首先观察简单的二次方程^ 2 -2 = 0.这个方程的系数都属有理 
数域 Q ， 我们称它是有理数域 Q 上的二次方程.但是它的根 _z = 
士 vr 却不属于 q •所以，为了求解这个二次方程，它的系数所在的 
数域 Q 是不够的，必须对它进行扩充.但是也不必扩充到整个复数 
域 C ，实际上只要扩充到例1的数域 Q ( V ^") 就足够了.就是说，为 
了讨论 P — 2 = 0的解，只需限制在数域 Q ( W ) 内就可以了.把这 
个例子的思想推到一般情况.设给定《次代数方程 

fl 0 _ r " + + …+ = 0 ( a 。 尹 0). 

如果它的系数都属于某个数域 K ， 则它称为 K 上的一 
个”次代数方程.显然，这个代数方程的根一般来说不全属于数域 
K . 讨论它的根关键在于把 K 扩充为一个更大的数域 L ， 使 L 是包 
含此方程的所有根的“最小”数域(就像 ) 是包含 x 2 — 2 = 0 的 
所有根士 A 的最小数域一样).法国数学家 Galois 首先认识到，为 
了深入探讨上面”次代数方程根的理论问题，一个基本课题是要研 
究从数域 L 到复数域 C 的映射/，它满足如下 条件： 对所有 
厶，有 

/(a +6) = /( a ) + fib ), j \ ab 、 = /( a )/(6), 

也就是说， / 是保持数域两种 运算： 加法与乘法的对应关系的映射. 

更一般的，设 K ， L 是任意两个数域，如果/是 K 到 L 的一个映 
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射，而且对任意 a ， b € K ，有 

fia + 幻= /( a ) + /(6)， f { ab ) = /(a )/(6), 

则称/是数域尺到数域 L 的同态映射. 显然，如果对任意尺，我 
们定义 / U ) = 0€ L ， 则/自然是 K 到 L 的一个同态映射，它称为零 
同态映射.零同态映射没有什么用处，问题是要找出非零同态映射. 
当/是非零同态时，/( I )关0,因为若/(1) = 0,则对任意尺， 
/( a)=/(l • a )=/( l )/( a ) = 0. 下面是几个简单的例子. 

例 3试求数域 Q 到数域尺的全部非零同态. 

解设/是 Q 到尺的非零同态，我们 证明： 对任意 aeQ 都有 
/( a )= a ， 即/是 Q 到自身的恒等 映射： /= id 0 . 

首先，由 /(0)=/(0+0)=/(0)+/(0) = 2/(0)推知 /(0) = 0. 
设 /( l )= a ，则 a ^ O . 又由 a=/(l) = /(l • l )=/( l )/( l )= a z 推知 
a = l ， 即/(1) = 1.于是，对任意正整数”，有/00=/(1 + 1 +… + 1) 
=/(1)+/(1) +…+/(1) = 1 + 1 +…+ 1=”》而0 = /(0)= 
/(1 + (-1))=/(1)+/(-1) = 1+/(-1)，故 /(- I ) = — 1， 
/(—”）=/(( 一 1) • «)=/ ( —1)/(”）= 一《•对任意整数《,»乒0,我 

们 有 1 — ，(” •士) =/(”)/(引 = n /( |) ， 即 /( 士卜 士. 

由此，对任意有理数我们有 /( f ) =/0«〉/(士) =$，即/= 
id 0 . I 

评议 前面已指出， Q 是最小的数域，任意数域尺都包含 Q ， 所 
以 K 到数域 L 的任意非零同态/限制在 Q 内就是 Q 到 L 的非零同 
态，因此 K 到任意数域 L 的非零同态都保持 Q 的元素不动.上面证 
明中，首先利用同态映射/保持加法、乘法的对应关系决定出/(0)， 
/(1)，/( — 1)，然后推及全体整数与分数，这是一个有代表性的方 
法. 

例 4试求数域 Q ( v ^) 到复数域的全体非零同态. 

解根据例3,对任意 a € Q ，有 /( a )= a . 于是对任意 a+b VY 
eQ ( S / T )， 有 



f(a -hb J~2 )= f(a) + fib VJ ) = /(fl) + f(b)f(VY ) 

=a + bfe^Y ). 

因为 2 = /(2 )=/(-/y • a / T )=/(^2") • / o / F ) ，即 /( VT ) 

=± vy . 

若 则 f(a+b V ^2*)= a +6 s/~2 . 

若 /(▲ ) = —^ ■，则 /( fl +6 VT )= a _6^ Y . 

显然，对上述两种情况， / 都是 q ( vy ) 到 c (实际上是 
Q ( vy )到自身）的非零同态，所以都是符合要求的答案. | 

评议这个例子中我们看到，非零同态/必定把 P _2 = 0 的根 
(^或~>/7)仍然变为它的根，即 /( VT )= VT 或一从这 
个例子可以感觉到讨论数域间非零同态对研究一元 n 次代数方程根 
的重要意义. 

例5 试求实数域 R 到自身的全部非零同态. 

解 设/是 R - R 的非零同态.由例3知，对一切 a e Q ， 有 
/( a )= a . 对任意非零实数必定/(6)关0.因若 有心关 0,使/(6。）= 

0,则1=/(1) = /卜。•是 j =/(6 0 )/(^j =0,矛盾.设 a 是正实数， 

则 /(«)= /(W • v "7)=/( V 了 )/( V "^")> o , 即 /把正实数变 
为正实数.现设《2> 々，则 《*— 办>0,我们有 

0< fia - 6) = /(a + (— 6)) = /( a ) + /(( — 1)6) 

= /&)+/(_ 1)/( 幻 = /( a ) — f(b), 

从而 /( a )>/(6). 对任意无理数6,因它是无限不循环小数，所以存 
在两个有理数序列 {&},{>}, 使 

工1 <工2 < 工3 < … < 厶， 

y、> ya> ys> …> b ， 

且 linurplimj ^：^， 于是 

/ U ,)< / U 2 ) < / U 3 ) < … < fib、， 

/(^ i ) > /( A ) > /(%)>-> f(b\ 

但 - r , € Q ，_ y ,'€ Q ，故/(^—々，/(力^知于是 

工1 < 工2 < 工3 < … < /(*) ， 

力 > jy ? > a < …> f ⑹ • 

由此知 6 = limx „</(6) ,b = \\my n ^fib'). 因此， /(6>=6. 这表明 / 
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为 R 到自身的恒等 映射： /= id «. I 

评议这个例子利用了无理数是有理数递升序列 U -} 和递减序 
列的公共极限这个知识，充分运用了数学分析中序列极限的性 
质，这体现了代数和数学分析密切结合、相互渗透的状况.它说明在 
处理问题时要全面运用各个领域的知识，而不能把不同领域互相隔 
离.否则可能找不到解决问题的途径. ' 

中学代数研究的另一个重要课题是二、三元一次联立方程组.二 
元一次联立方程组的一般形式是 

kix + b x y = c x , 

\ a z x + b z y = c 2 . 

在中学里还没有数域的概念，所以笼统地把上面方程组中的系数 
a x , a 2 , b x , b 2 和常数项^，^都看做实数.在解析几何中，一个实系数 
二元一次方程代表平面上的一条直线.由于这个原因，后来人们就把 
多元的一次方程称为线性方程.现在我们应当把认识提高一步.例如 
下面方程组 

|(1— )工 + 3, = — 1, 

W ^2 "x + (3 - VY)：y = 5 - VT , 

它的系数不应笼统地看做实数，而应看做数域 Q ( VT ) 中的数，因 
此，用严格的科学语言说，上面的方程组应当称为数域0(>/7)上 
的二元一次联立方程组.当我们求解这个方程组时，是把某个方程加 
上另一方程的适当倍数以消去一个未知量 Gc 或: y )， 变成一个一元 
一次 方程. 从中解出一个未知量，再代入原方程解出另外一个未知 
数.在这个过程中只进行加、减、乘、除运算.因为数域对上述四则运 
算是封闭的，所以解方程组的全部过程都在 Q ( VY ) 内进行，无需 
顾及其他实数(复数). 

当我们研究有 rz 个未知数:…， A 的一次（线性）方程组 
时，它的一般形式可以表示成 

an 工 1 + a n xi + ― + a u x n = b lf 
工 1 + a 22 *r 2 + ••• + a 2 „x n = b z . 


U*iXi + a m 2 x 2 + ••• + a m x K = b m . 




设在线性方程组中，未知量的系数叫和常数项 h ，…，乂 都属于 
数域尺，则称它是数域尺上的线性方程组.如果让未知量取数域尺 
内一组确定的 数值： 

Xx = k lf X 2 = k 2f … ， x n = k n , 

代入方程组后使它转化为恒等式，则这一组数称为方程组的一组解. 

为了求解线性方程组，我们要设法逐次消去一些未知量以化简 
方程组.这就是下面的变换. 

定义线性方程组做如下三种 变换： 

( i ) 互换两个方程的 位置； 

( ii ) 把某一个方程两边同乘数域 K 内一个非零常数 o 

( iii ) 把某一个方程加上另一方程的 A 倍，这里々€尺. 

上述三种变换中的每一种都称为线性方程组的初等变换. 

应当 指出： 线性方程组的初等变换是可逆的.也就是说，如果经 
过一次初等变换把方程组变成一个新方程组，那么，新方程组必可经 
一次初等变换变为原方程组. 

—个简单然而重要的事实是，上述线性方程组经过一系列初等 
变换变成一个新方程组，则新方程组与原方程组同解.用消元法求解 
线性方程组的基本思想是利用上面三种初等变换把原方程组化为易 
于求解的新方程组. 

很显然，在做上述三种初等变换时，只做加、减、乘、除运算，所以 
全部工作可以限制在数域 / C 内进行，对 K 外的数无需顾及.这是与 
一元高次方程大不相同的. 

但是，数学和自然科学、工程技术的发展却表明，停留在复数的 
运算这个水平上也是远远不够的.在物理学中研究的力，物体运动的 
速度、加速度等等，不但有数量的大小，而且还有方向.它们不是数， 
而是一种新的研究对象，物理学中称它们为矢量，而数学中称它们为 
向 M . 三维空间中全体向量组成一个集合，其中向童有加法运算，即 
平行四边形法则，又有与实数的数乘，特别是向董还可以作叉乘运 
算•这样，我们突破了复数域的圈子，进入了一种新的运算领域.这个 
领域的元素不是数，但它们之间却也可以作运算，这些运算自然也要 
遵循某些运算法则，这些法则和前面列举出来的复数的九条运算法 



则不同.例如，向量的叉乘运算不满足结合律，即一般情况下 
(a X b ) X c ^ a X (.b X c ). 

数学和自然科学的大量研究都表明，我们不能只研究数的加法、 
乘法这两种运算.实际上自然界中存在多种运算形式，它们都应该是 
代数学的研究对象.高等代数课程的基本任务，就是要摆脱复数运算 
这个初等领域的局限性，引导读者逐步进入新的运算领域.在新的研 
究领域中，从事运算的对象不一定是数,运算的内容也不一定是数的 
加法、乘法，它所满足的运算法则也不一定是前面所说的九条法则. 
但是前面指出的基本点却没有变化.这就是说，我们要研究的是某些 
集合（其元素一般不是数），在其中存在若干种运算(一般不再是数的 
加法、乘法），这些运算满足一定的运算法则(一般不是前面列举的九 
条法则）.这种研究对象称为一个代数系统.代数学的基本任务就是 
研讨各种各样的代数系统.这就是我们一开始 说的： “代数学是研究 
‘运算’的科学”这句话的确切含意.这一点是学习高等代数课程时必 
须首先搞清楚并且时时牢记的. 

显然，前面讲的数域都是代数系统的具体例子.前面指出，研究 
数域的一个重要内容是研究数域之间的同态映射.这一思想对一般 
代数系统也同样适用.就是说，代数学的一个重要研究课题是研讨从 
一个代数系统到另一个代数系统的保持运算对应关系的映射，这种 
映射称为两个代数系统之间的态射. 

因此，代数学的任务就是研究各种代数系统和它们之间的态射. 
这是学习高等代数课程的一把万能钥匙,读者应该紧紧抓住它，学会 
使用它去解开学习中的疑难和困惑. 
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§1 «维向量空间 

一 、 n 维向 置空 间的基本概念 
【内容提要】 

设 K 是一个数域，由 K 内 n 个數组成的 n 元有序数组 

a =(七而，… , a .) 

称为数域尺上一个 n 维向量（在必要时也可以把 n 维向量竖起来 

写). 

数城 K 上全体 n 维向 t 组成的集合记做在内的向量之 
间定义加法、数乘运算 如下： 

(1) 加法： 给定尺"内两个向量 

o = ( a x , a 2 , — f a n ) , P = (匕 ，6 2 ，... ，6,)， 

定义 

a + ^ = (<Ji + bi ,a 2 + b 2 , — f a H + b H ). 

(2) 数乘： 对尺 • 内向量 a =( ai ， a 2 , …， aj 及 K 内任意数 I 定 
义 

k(f = ikai ， kai，— ,ka n ). 

上面所定义的尺"内的加法、數乘运算满足如下八条运算 法则： 
(1) 加法的运算 法则： 

( i ) 加法有结合律，即对任意〜/?，7€尺”，有 

a + (卢 + 7) = (a + 沒）+ y ; 

( ii ) 加法有交换律，即对任意〜 / 86尺"，有《+芦=芦+ < ^ 

( iii ) 存在尺"中向量 0=(0, ()，•••，0)，使对任意《€尺•，有 0 +a 
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( iv ) 对任意 a = (^”心，…〜）6尺"，存在 一 a = ( — a ” 一 a 2 , …， 
— a «) ，使（一 a )+ a =0 = (0,0, …， 0). 

(2) 数乘的运算 法則： 

( i ) 对尺中数1和任意尺 •，有 la = a t 

(ii) 对 K 中数是，/和任意•，有 0feZ)a=K/a); 

( iii ) 对 /C 中数 zfe ，/ 和任意 尺"，有 U + Z 〉 a =^+/ a . 

(3) 加法和数乘存在分配律，即对和 a ， 择 eK n ， 有 

k{a - {- ^) = ka + kp. 

K ” 称为数域 K 上的 n 维向量 空间. 

评议 数域尺上的 n 维向量空间尺"的概念和中学代数学的实 
数（或 复数） 的加法 、乘 法运算已有实质上的不同.尺”中的向量不是 
单个數，而是一组数，它们的运算也是有序的数对应相加和一个数依 
次乘一组数，它们遵循的运算法則也不是引言中列出的九条，而是上 
面列举的八条.引言中 指出： 代数学是研究“运算”的科学，它要研究 
的不单是数的运算，而且大量的是研究不是数的一些对象的运算 .n 
维向量已经不是数，研究尺"是朝着代數学的一般研究对象迈出一 
步，读者必须透彻地理解尺 • 的理论，才有可能逐步进入代数学的一 
般研讨课题 • 

但是为什么高等代数课程一开始就要学习维向量和它们的加 
法、数乘运舁呢？这 从线性 方程组的一般表达式就可以直观地得到启 
示.把系數和常数项都属于某个数域尺的有 n 个未知量和 m 个方程 
的线性方程组写成 


an 

工1 + 

a 12 

工 1 

+… 

+ 


• r ” = 

'b； 

a 21 

工1 + 

a 22 

工 2 

+… 

+ 

azn 

• r ” = 

bz 


•Ti + 

J2m2- 

工 2 

+… 

+ 


= 



它在结构上的特点就十分直观地显示在我们面前了 •方程左端都是 
一个未知量 x , 乘上尺上一组数（桉一定次序排列，共 m 个）然后连 
加起来，方程右端也是 尺上 一组数（按一定次序排列起来，共 m 个）， 
然后两者相等，就构成一个线性方 裎组. 这启发我们：不应当研究单 
独的数，而应当把一个桉一定次序排列起来的數组当做我们新的研 
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究对象.这种新的对象不再是普通的数， 但在它 里面也像数一 样可以 
做某种运算，例如做加法 ，以 及与普通的数（上面表示 为未知 量的形 
式） 做乘法运算.于是 m 维向量空间这个新的研究对象就诞生了. 

给定数成 K 上的线性方程组 

filial + a 12 :c 2 + …+ a u x m = , 

a n x x + a 22 x 2 + ••• + a u x n — b 2 , 

' ⑴ 

a”iXi + a m 2 x 2 4- ― + a m x n — b m . 

考虑中的 n + 1 个向量 



应用 m 维向 f 的加法和数乘运算，方程组 （1) 可以改写成如下的向 
量方程 

工 i«i + •Tz% + …+ x n a H = p. (2) 

如果方程组 （1) 有一组解 

X X = k x , x 2 = k z , ― , x n = k n (ki 6 K), 

代入 （2) 式，得 

P = ^i a i + + … + k„a K , 

即 /? 能被向量组 , a n 线性 表示.反之，若能被向量组力， 
々，•••，《„线性表示，則表示的系数就是方程组 （1) 的一组解.于是有 
如下两条 结论： 

1) 方程组 （1) 有解的充分必要条 件是： 向量沒能被向量组 
a 2 , … , a n 线性表示； 

2) 方程组 （1) 的解的组数等于 这欷 w .， a n 线性表示表法 
的种数. 

因此，从线性方程组理论的角度来看，引入向量空间的概念就是 
很自然和必要的了 .上面的分析提供了 一个学习向量空间理论的重 
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要方法，就是把它与线性方程组联系起来，这可使很多迷惑不解的问 
题明朗化•这就是把比较抽象的糸西具体化，使它变得具体和直观， 
易于理解. 

学习向量空间理论时另一个要十分注意的问題是 ：向量 虽然具 
体表示为”元有序数组，它们的加法、数乘也最终归结为具体的数的 
加法和 乘法. 但是后面要展开的向量空间的理论却完全与向量的具 
体表达式无关，也与向 f 加法、数乘的具体内容无关，而完全由上面 
指出的八条运算法則决定.认识这一点，是学习高等代数的关键. 

二、 向童组的线性相关与线性无关 

【内容提要】 

定义给定尺 ■■中 一个向量组 

«1» *•*» ( I ) 

如果存在尺内不全为0的一组数，…， I ，使 
k y a x + k 2 a 2 + — -f k,a, = 0, 

则称向量组 （ I )线性相关； 如果由 

是 1®1 + 々2 a 2 + …+ = 0 

推出是則称向量组 （ I 〉线性无关. 

命题 给定尺"中一个向量组 

a !， a 2 ，…， a ,， ( I ) 

这里則向量组 （ I ) 线性相关的充分必要条件是存在一个向量 
可被其他向量线性表示. 

评议向 f 组线性相关与线性无关是本课程最基本、最重要的 
概念.它可以说是下面所有理论的基石，读者应当对它有准确、透彻 
的理解.然而它却是初学者较难理解、最常出现偏差或错误的地方. 
为了克服教与学中的这个难点，我们首先应当弄 清楚： 为什么在向 
量空间的研究中要引进这样一个概念？ 

在上面的小节中已经指出，在研究数域尺上的线性方程组 （1) 
时，很自然地引入了 m 维向量和它们的加法、数乘运算.借助这些新 
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知识，线性方程组变成尺"内的向量方程（2)，这就把线性方程组的 
理论纳入 m 维向量空间的理论之中 .m 维向量空间要研究哪些理论 
课題，自然也可由线性方程组的研究课超中得到启示.这就是向量空 
间中向量组线性相关与线性无关概念的来源. 

具体地说，在线性方程组 （1) 中，如果其常数项 bfbf …=1^ 
= 0,則称为齐次线性方程组，与此齐次线性方程组等价的是尺”内 
的向量方程 

工 i a i + 工 2 a 2 + …+ x n a m = 0. 

齐次线性方程组总有一 组解 ： Xl = X2 =-"= Xii = o , 这组解称为零解， 

其他解称为非零解.在研究线性方程组时，人们发现，是核心的问題 

是讨论一个齐次线性方程组有无非木解，而线性方程组理论的这个 

核心问題翻译成向 f 空间的语言，就成了向量组线性相关与线性无 

关的概念.于是，我们可以用下面较为通俗易僅的语言来给出这两个 

概念的一个新定义. 

定义给定中一个向量组 

a nl [ a n 

a zi a 22 

a i = • , a 2 = • 

• • 

• • 

4 ml 」 

如果齐次线性方程组 

auXi + a u x z + ― + a u x, = 0, 
a 2 i 工 1 + a 2Z x 2 + ― 4 - aj^x, = 0, 

(3) 

+ a m2 x z + — + a^, = 0 
有非零解，则称向量组 ai , 々，•••，《, 线性 相关； 如果齐次线性方程组 
(3) 只 有零解，則称此向量 组线性无关. 

根据前面指出的，线性方程组 （3) 等价于向量方程十工 2 a 2 
+…+弋〜==0.如果齐次线性方程组 （3) 有一组非零解 
x x = k iy x 2 = k z , … ， x, = k s . 








那么有 
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是 l fl l + k 2 a 2 + + k s a , = 0* 

这里 n …， k , 不全为0,这就是前面定义中说的意思.所谓“存在 
不全为 0 的 \，心，…， <”就是方程组 （3) 有一组非零解 ，含 意很清楚. 
而且 （3) 有非零解，完全是方程组本身的性质，也就是其系數所成向 
量组 &，％，•••，《, 内部的结构，与其他向量无关.而当齐次线性方程 
组 （3) 只 有零解，意思是它的任意解 

= k lf x z = k Z j … ， x, = k, y 

也即满足 々 A + k 2 a 2 + … + A , a , = 0 的一组数 \h ，…， < ，只 能是零 
解是 = … = A ,= 0. 这就是从等式 A 1 a 1 + A 2 a 2 + — +々, a , = 0 出发， 

推断 

例如，给定 K 5 内向量组 

= (7,0,0,0,0)， a 2 = ( — 1，3,4,0,0)， 

a 3 = ( 1 . 0 , 1 , 1 , 0 ), «« = ( 0 , 0 , 1 , 1 , — 1 ). 

判断它们是否线性相关. 

把它们坚起来排成一个 5 X 4 矩阵（假定读者已学过线性方程组 
的解法） 


A = 


7 

0 

0 

0 

-0 


-11 0 ' 

3 0 0 

4 1 1 

0 1 1 

0 0 — 1 - 


矩阵可以代表齐次线性方程组 ■ r 1 a 1 + x 2 a 2 +_ r 3 a 3 + : r « a 4 = 0, 用《1 
言中讲过的线性方程组的三种初等变换把它化为阶梯形： 


A - 


■7 

— 1 

1 

0" 


■7 

- 1 

1 

0" 

0 

3 

0 

0 


0 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

1 

一 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 

1 


0 

0 

0 

0 

-0 

0 

0 

- 1- 


-0 

0 

0 

—1- 
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7 

0 


0 

X) 


-1 1 0 ' 

1 0 0 

0 1 1 

0 0 1 

0 0 0 - 


最后的阶梯形矩阵代表的齐次线性方程组是 


'7 工 ' —x 2 + x 3 = 0 ， 
x 2 = 0 , 

X 3 + X * = °» 

x A — 0 . 

显然只有零解，故原齐次线*性方程组 + + 也 

只有零解，即 a ,, a 2 , a 3， a 4 线性无关.如果给出的是一个有具体数字 
的向 f 组，那么，总可以用这办法判断它是否线性相关. 

下面几点是需要特别注意的. 

(1) 从字面上看，“相关”、“无关”一般指两个或多个事物之间有 
无某种关系，由此易于产生误解，以为“线性相关（无关）”是指两个向 
量组之间有无“线性关系”，例如常有人说“向量《与向量组見，线 
性相关”等等，就是犯了这个错误.实际上，一个向量组 fll , a 2 ，…， 

线性相关（无关）是这个向量组的内部结构，或者说是齐次线性方程 
组 x 1 a 1 +: r 2 a 2 + … +_ r , a ：, = 0 有无非聿解，与其他向 f ■组不相千.说 
“向量《与向量组/^，乂线性相关”是没有意义的. 

(2) —个向量组 ai ， ff 2 ，".， a , 线性相关，是指存在尺内不全为零 
的数\ ， k 2 ，... ，是，，使心〜+卜七+…+是凡二。.这里说的是 <6】 ， k 2 ，…， 
是,“不全为零”，即其中至少有一个非零，但可能有若千个为零，并不 
一定“全不为零”. 

(3) —个向量组«!， 0 2 , — , a , 线性无关，是指由 ) fe 1 < r 1 +； fe 2 a 2 + …+ 
Ai , a , = 0 推出心=々 2 =出=怂 = 0. 在这里 々 1 a 1 +々 2 a 2 + … + yfe s a , = 0 是 
已知的前提条件，而 11' =卜=^：=、= 0 是需要明的结论.有人把 
前提条件和结论弄颜倒了，由 々 fOMfO , …，< = 0得出 k x a x + k 2 a 2 
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+…+怂《, = 0,就断言“向量组 々 ，％，•••，《, 线性无关”，这就犯了大 
错. 

(4) 向量组 &，&，…， 《,(s 彡 2) 线性相关的充分必要条件是有一 
个向 f 能被其余向量线性表示.但不一定是其中任一个向量都能被 
其余向量线性表示. 

齐次线性方程组有无非零解与尺"中一个向量组线性相关或线 
性无关等价，这就说明引入这个新概念的重要性.但是前面的抽象定 
义則有更一般的意义，因为它不依赖于向量&，％，•••，《,的具体表达 
式，也不依赖于中加法、数乘运算的具体内容，只依赖向量加法、 
数乘的八条运算法則，从而可以不依赖于线性方程组，有了更大的发 
展空间和应用领域.所以，在理解了向责组线性相关与线性无关的概 
念以后，就不能停留在齐 次綫性 方程组 （3) 有无非零解这个层次上， 
而要把搓住前面的抽象定义，上升到较高的层次 • 

例 1.1 给定尺"内向量组 

«1 = (flu .fll,) » 

«2 = (fl 2 l *^22» , ** t^Zn) * 


从每个向量中去掉第 ^ A ，…， /, 个分量，得到一个维的新向量 
组 证明： 

(1) 若《».•乂线性无关，则 a !, a 2 ,— , a „ 也线性无关 f 

(2) 若〜％，…，〜线性相关，则 a \, a ' 2 ,'-, a m 也线性相关. 

解将向量七，《 2 ，…，心竖起来写成列的形式，然后划去它们的 
第个分量得出…，乂.我们用下面示意图给予直观 
的表不： a , 02 … 
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从上面的分析，我们需考查向量方程^^+工化+…+工^二 
0，具体写出来就是齐次线性方程组 

a u A + 〜工 2 + …+ a ml x m = 0, 
a 12 x, + a 22 x 2 + ― + a mZ x m = 0, ,、 


^ U X l + a U X i + *•* + ° mn^m = 0. 

(4) 中每个方程就是上面示意图中的一个横行.而齐次线性方程组 
(写成向量方程的形式） 

X \ a \ + a : 2 a ’ 2 + …+ X m a' m = 0 (5) 

是把方程组 （4) 去掉第 i \， i 2 , …， i , 个方程得到的，如果 « i . a 2 , — , a m 
线性相关，则 (4) 有一组非零解 

X 】=\，々=卜，…，：7^ = A ” ， 

它自然也是方程组 (5) 的一组非零解，因而 a ; ，<，…，芯线性相关 • 

反过来说，因为 (4) 的任一组解都是方程组 (5) 的解.如果 a ；, a ；, 
…，兑线性无关，即方程组 （5) 只有零解，那么方程组 （4) 也只有零 
解，从而4，<* 2 ，…， a „ 线性无关. | 

评议本例中，问题是用向 M 的具体的分量表达式给出的，因 
此，自然应该使用齐次线性方程组有无非零解来处理它.而一旦用上 
这一点，从方程组 (5) 只是方程组 (4) 的一部分这个事实，问题立即得 
到解答.此例提供了利用直观图示来处理问题的方法，读者应予注 
意. 

例 1. 2设^是数域/:内一个数…心七…是尺”内一个线性 
无关向量组.令 

Pi = 3««! + (2a + 1)« 2 + (« + 1)« 3 4- aa t , 

— (2a — 1)«, + (2a — l)a 2 + (a — 2)« 3 + (<* + 1)<* 4 * 

= (4 a — Da , 4- 3aa 2 + 2 aa 3 + a 4 . 

试判断向量组是否线性无关. 

解设 • r 1 /? 1 + x 2 見 + x 3 沒 3 = 0,于是 
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[ m 3 ax l + (2 a 一 l )* r 2 + (4 a — 

+ [( 2a + 1 )^! + (,2 a — l ) x 2 + 3ax 3 ] a 2 
+ [(a + l)xj + (a — 2)x 2 + 2ax^a z 
+ [ ax , + (a + l ) x 2 + x 3 ] a 4 = 0 . 

因为 a M a 2 , a 3 , a 4 线性无关，所以上式等价于 


3 ax 1 +(2 a — l ) x 2 +(4 a 

—1 )工 3 = 

= 0 , 

( 2a + 1^ +( 2a - l ) x 2 + 

3 ax 3 = 

= 0 , 

Ca + l ) x , + (a - 2 ) x 2 + 

2 ax 3 = 

= 0 , 

ax x + (a + l ) x 2 + 

工 3 = 

= 0 . 


现在 a 的值未知，我们不能用含 a 的式子作除数.为了尽量消去文字 
〜 我们把最后等式乘适当倍数加到前三个等式并重排次序，得 
x x — 3 x 2 +(2 a — l ) x 3 = 0, 

x x — 3 x 2 - {-(3 a — 2)« r 3 = 0， 

•< 

— (a + 4 ): 2 +4 (a — 1)工 3 = 0， 
ax t + (a + 1 )工 2 + x 3 = 0 . 

现在把第一等式乘适当倍数加到其他等式以消去&，得 
x x _ 3 x 2 + (2 a — 1 ) X3 = 0, 

(a — Djj = 0 , 

—(a + 4) 工 2 + 4 (a — 1 ): 3 = 0， 

(4 a + l ) x 2 — (2a 2 — a — l ) x 3 = 0. 

( 1 ) 若 a = l . 则由第三等式推得 : r 2 = 0 , 仅剩第一等式 Xi + x 3 = 
0 ,其他等式皆变为恒等式.令: r 3 = l ， 则 xf 1 .我们得到（一 1)A 
+ 0 • /? 2 + 1 •見= 0 .于是向量组线性相关. 

( 2 ) 若 a 关 1 . 由第二等式推出 x 3 = 0 , 这时 a + 4 和 4 a + l 中必有 
一个非零，于是由第三、四两等式推出工 2 == 0 ,再由第一等式推出 Xi 
= 0 ,故見线性无关 .I 

评议此例完全按照线性相关与线性无关的概念进行推理，它 
可以帮助检査概念是否清楚.注意推理中仅仅用到加法、数乘的八条 
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运算法则，完全没有涉及向量 ai ，《 2 ， a 3 ， a < 和 m 的具体内涵， 
只把它们当做向董的记号按八条法则进行运算. 

例 1.3 在内给定向董组 

a. = (i = 1 ， 2,… ， s;s < n). 

如果 

S 

\ a n\ > 2 i a '>i (y = i ， 2, … ， s )， 

«=i 
伴 i 

证明 ai ，々，•••， a ，线性无关. 

解若七，《 2 ，…， 线性相关，则有不全为 零的幻▲，… 使 
是七+走心十… +々, a , = 0 .设|是,.|>|是 > |( < ;_尹1-)，我们有 

考査向 M 组的第£个^量，我们有 


因 f <1，故有 


a “ = L 
>#« 

l ^ S \ a n < 2 


与假设矛盾 . I 

评议此题所给条件是不等式，故应考虑运用不等式技巧.这说 
明，解题时应当根据题中所给条件灵活地运用基本概念. 


三、向置组的极大线性无关部分组和秩 


【内容提要】 

定义 给定 K ” 内向量组 

a if a 2 9 … ， a” (I) 


如果它的一个部分组 


\， a i 2 , \ 


⑴ 
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满足如下两个 条件： 

( i ) 向量组（ I )中每个向 f 都能被 （ I ) 线性表示； 

( ii ) 向 f 组 （ I ) 线性无关， 

则称向 f 组 （ I ) 是向量组（ I )的一个 极大线性无关部分组 .（ I ) 中向量 
个數；•称为向量组（ I )的秩. 

基本命题 给定 A ： •内两个向量纽 

a l* a 2t (I ) 

A ， A, … ， A, (I) 

如果向 t 组 （ I ) 中每个向量都能被 （ I ) 线性表示，且 r >5, 則向量组 
( I )线性相关. 

评议如果一个向量组线性无关，那就表明它的内部结构比较 
单纯，而它钱性相关时内部结构就较复杂（例如，其中有某些向量可 
被其余向量线性表示，也就是说，在一定意义下可用其余向量来取代 
它）.引入极大线性无关部分组的目的就是要用一个线性无关向量组 
来取代原先较复杂的向量组. 

一个向量组的极大线性无关部分组不是唯一的，但其中向量个 
数却是唯一确定的.这是因为它的任何两个极大线性无关部分组都 
能互相线性表示，又都线性无关，从上述基本命題立即推出它们包含 
的向黃个数相同.大量事实表明，上述基本命題是强有力的工具，许 
多问题因它而迅速获得解决.读者在处理有关向量组线性相关或线 
性无关的问題时应当多想想是否有可能使用这个基本命題. 

必须注意，一个向 f 组的极大线性无关部分组中的向量必须是 
从原向量组中挑选出来的，而不能是其他另找来的向量.为什么称它 
“极大 ”呢？ 使用这个词的原因是，根据基本命題，原向量组的任意一 
个部分组，如果其中向量个數超过 r , 則必线性相关.所以，就线性无 
关部分组来说，它确实已达到“极大”了，即不能再扩充了. 

例 1.4 给定 iT 中一个向量组 


设 


A ，《 2 ，…， a ”. 


( I ) 
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Pi = + a i2 a 2 H - 1- a lm a m , 

^2 = « 21«1 + fl 22 a 2 H - 1 - 

( a, v € K ) 

= ^,\ a \ + a ,z a z H -…+ aj”. 

证明 向量组 式，良 ，…， A 的秩 < 向量组 （ I ) 的秩. 

解设向董组（ I ) 有一个 被大线性无关部分组 

\，\，…，\. ⑴ 
又设向量组 A ， 足 ，…， A 的一个极大线性无关部分组是&,&，••., 
/? v 因每个&可被 a ,, a 2 , 线性表示，而每个 a , 可被向量组 （ I ) 

线性表示，从而，…，久,可被 向量组 （ I )线性表示.我们已知它 
线性无关，根据基本命题， | 

评议本题中未 给出％ 的具体数值，因此，肯定不是去找式， 
A ， …， A 的极大线性无关部分组（实际上根本无法找）.题目中要求 
的只是比较两向量组秩的大小，这时应当想到，基本命题恰好涉及两 
个向量组中向 M 个数的大小，因而要设法用它来处理问题. 

例 1.5 给定 / T 中两个向量组 

a i ， 《” •••，《”， ( I ) 

a i ， 〜，…， a ”， a « + ” …， ( I ) 
如果向量组 （ I ) 的秩 = 向董组 （ I ) 的秩，证明每个 ％ +i ( t = l ，2， m ，/) 
可被 向虽组 （ I )线性表示. 

解向量组（ I )是否线性相关不得而知，问题处理有难度.这时 
应当想到可以用（ I )的一个极大线性无关部分组 

a i l » \ * — * \ (JO 

来取代它.这时向董组 2 ,〜含 r +1 个向量，大于向量 
组 （ H ) 的秩 r ， 它又是 （ I ) 的一个部分组，能被（ I )的任 一极大 线性无 
关部分组线性表示，按基本命题，它必线性相关.于是存在尺内不全 
为0的数 ，…， U ， 使 

k i a i , + + …+ K \ + ka m+i = 0. 
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如果4 = 0,则因为0^，0； 2 ，…， <!,.__ 线性无 
关，推出矛盾.故^#0,从而 

々1 K 

a ^ = - - TV 

即~ + ,可被 (■) 线性表示，从而能被（ I )线性表示(让（ I )中其余向量 
前面系数为 0). | 

评议 从本例也可以认识到引入极大线性无关部分组的重要意 
义. 

例 1.6 在尺"内给定一个向量组 a ， a 2 ，…， 设它的一个极大 
线性无关部分组是'，'，•••,'.又设 

a = a , + a 2 + …+ a , = “,.， + + ― + k r a i/t 

如果幻+4 2 +…+总关 1. 试求向 M 组 

/?! = « — «,, 13 2 = a — a 2 , … ， p n = a — a n 

的一个极大线性无关部分组. 

解我们应尽量先决定向 M 组 A ，爲，…，久的秩5.按例1.4,有 
s ^ r . 我们有 

芦= /?1 + 卢2 + …+ 足 = ” a _ ( a i + …+ a n) = in — l ) o , 

由此推知 

a. = a — P t = ―— /?, (i = 1 ， 2,… ， n). 
n 一 1 

同样由例 1. 4 推知有 r < s ， 从而 s = r . 

从前面分析的向量组力，々，…， a ; 与 U ” …，之间的密切关 
系我们猜测八，4 ，…，&是 所欲寻找的极大线性无关部分组.先证 
它线性无关.若有 

+ …+ ,我= 0， 

令是=&+& +…十^二乙+心+…+心，我们有 

r r 

0== 2 Z A = Sv® _ V 
>-1 >-1 

= la - = l T , k i % - 

i*=i > — i >■*! 
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r 

= 2 - h、％. 

因为 '，巧 2 ，…， a •线性无关，故/卜一/, = 0,这里)=1，2,…， r . 于是 

T 

0 = 2 (% _ 6) = Ik - I = Kk - 
)-1 

因为々一1关0,故/ = 0•但因/是广/产0,故/,=00=1，2,…, r ). 这表 
明，&，••• ，八线 性无关 • 任取 A ， 因向童组 P'K 秩为 r ， 前 
面已指出，它的任意部分组当向量个数大于向量组的秩 r 时，必线性 
相关，故向量组/^'，…，/^，汉线性相关肩例 1.5 中推理方法，可 
知 A 可被 A ,， A 2 ，…， A , 线性表示.由此知 A ,， A ,， …，&即 为式， 
A ， …，足的一个极大线性无关部分组. | 

评议经过对问题的仔细分析，对所要寻求的答案是什么进行 
猜测，然后从逻辑上加以严格的论证，这是人们处理各种问题或从事 
科学研究时常用的方法•做这种题可以帮助提高对各种问题的直观 
洞察力，是有益的训练. 

四、矩阵的秩 

【内容提要】 

设〜(: ■",;«»)= 1，2,•••，”）是数域尺内的 m;i 个數，把 
它们依次排成如下 m 行 ”列表格 

f a n a n •- 



它称为数域尺上一个 mX « 矩哞•矩阵4的每个行都是尺"中一个 
向量，称为 A 的行向量，>1有 m 个行向量 a, = (a llf a i2 , — ,a in )(t = l, 
2,…， m )， 是中一个向量组，称为>1的行向量组，其秩称为 j 的 
行秩. 同样 M 的每个列是尺"■中一个向量，称为 d 的列向量，共„ 
个，称为 Z 的列向量组，其秩称为 A 的列秩. 

命题1 Z 的行秩等于列秩，其值称为4的秩，记为 r G 4). 
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矩阵 A 可以做下列三种行（列）初等 变换： 

(1) 把4第：•行（列）乘以尺内非零数 q 

(2) 互换 A 的•两行（列）； 

(3) 将4的第:•行（列）加上第•行（列）的;倍，这里尺. 
命题2矩阵的初等行（列）变换不改变矩阵的秩. 

命题 3 矩阵 4 经初等行（列）变换可以化为如下标 准形： 




"1 

•1 





1 


•• 0 

••• 0 


... 0 


• 





1 

1 


1 


0 

0 

♦ 

0 


•• 

0 ••• 


0 ... 


0 

_ 0 … 0 _ 


. 0 . 


0 : 



- 0 _ 


(”〉 rw 时〉 （” =m 时） （ n<m 时） 

标准形中1的个数即为矩阵4的秩 r (4). 

评议初等代数只研究数的运算，高等代數课程的任务是帮助 
读者摆脱这一局限性，逐步进入不是数的对象的运算领域.前面讨论 
的 n 维向量已经不是数了，现在又引入新的研究对象矩阵，它同样也 
不是数.这样，我们的学习又深入一步了. 

为什么要研究矩阵呢，这也可以从线性方程组得到启示.线性方 
程组的一般形式是 

“11 工1 + a \ 2 X 2 + •** + a \ n^n = h , 

a 2i ^i + a 2 z x 2 H - + a 2 m x n = b 2 , 


la « i-^i + ««2^2 + **• + = b m . 

它的系數依次排列就是前面写出的矩阵称为此方程组的 
系数矩阵，如果把常数项添加到最右边，得到 mX(n + l ) 矩阵 
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矩阵3称为方程组 的增广矩阵. 


上面的线性方程组的信息已经全部包含在矩阵 A 和 A 中了，只 
要深入研究矩阵 A ，:？， 就有可能破解线性方程组的各种疑难. 

我们应该怎样深入研究矩阵呢？从直观就立即可以看出，它与向 
量空间中的向量有密切的联系，而目前关于向量空间稍深入一点的 
知识就是向量组的秩，把它应用到矩阵上来，就得到矩阵的秩的概 
念 . Sylvester 早在1861年首先认识到这个概念的重要性并作了深 
入的研究.下面我们把矩阵 A ,~ A 的秩应用到线性方程组，解决了一 
系列理论问題. 

但是，矩阵是一个复杂的研究对象，为了把复杂的研究对象简单 
化，我们引进了矩阵的行 （列） 初等 变换. 特别重要的一点是，行 （列） 
初等变换都不改变矩阵 的秩. 经过行 （列） 初等变换后可以把矩阵变 
成形式极为简单的标准形，从而使它的秩一目了然•这是前辈數学家 
为我们提供的处理复杂问超的极好范例•学习高等代数，不单是学习 
有关的理论知识，更重要的是吸取人类文化宝库中的这些精华. 

K " 中一个向量组可以作为行向量组排成一个 mX 
n 矩阵，或作为列向量组排成一个 nXm 赶阵.这个向量组的秩就是 
它们排成的矩阵的秩.所以计算向量组的秩和计算矩阵的秩是同一 
个问題•而求矩阵的秩可利用初等行、列变换将其化简成秩一目了然 
的矩阵而求得. 

例 1.7 设 4 是数域 A •上的 mX « 矩阵， >1 经若干次初等行变 
换化为矩阵凡设 A 的列向量组是％，々，...，《, ， JS 的列向量组是 〆 ， 
«' 2 ，…，我们有如下 结论： 

(1) 如果 …，气是 4的列向量组的一个极大线性无关部 
分组，则…，<是5的列向董组的一个极大线性无关部分组. 
而且，当 
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o. = k x a ix -H k 2 a it + — 




时，有 a,' =^ 1 ®!, + 是 2<>4 + … +kr(t ir . 

(2) 如果 …, <是5的列向量组的一个极大线性无关部 

分组，则 a , 2 ，… ，&是 A 的列向量组的一个极大线性无关部分组. 
而且，当 


a: = + k 2 a' i2 H -+ k r a' ir 

时，有 a i = k x a ii +… +虼气. 

解 首先画如下直观示意图： 



(1) 先证线性无关，即证齐次线性方程组 

+ x z \ + — H : A r = 0 (6) 

只有零解.方程组 (6) 的每个方程是上面示意图中一个横行.具体写 
出来，此齐次线性方程组第*‘个方程的系数是矩阵 B 的第/行的第 
G ， l 2 ，…， iV 个元素，考査齐次线性方程组 

工 i a ..】 + w 2 + …+ 工 A r = 0 ， (7) 

它的第个方程的系数是矩阵 A 的第〖行的第 z 1 ,« 2 ,-,« r 个元素. 
而 A 作初等行变换变成 B ， 这说明方程组 （7) 作初等变换后变成方 
程组（6〉，现在…，\线性无关， （7) 只有零解，那么 （6) 也只有 
零解（因为对方程组作初等变换后，前后两方程组同解).于是 
<， …， < 线性无关. 

对任意向量，考査线性方程组 

X \\ + X Z\ H -+ = a 'i » ⑻ 

按照上面说的道理，方程组 (8) 是由下面方程组 

X \\ + ^ 2 % H - H = a i 


(9) 
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作初等变换得 来的. 因为 '， a , 2 ，…， \是 A 的列向量组的一个极大 
线性无关部分组，所以 （9) 有解，从而 (8) 有解.这表示 S 的任一列向 
量均可被 <，<，…， a (线性表示，且当 （9) 有一组解 

k \\ + 是 2% + …+ K\ = 

时，此组解也是 (8) 的解 

k \\ + k 2\ H - H k r\ = a'. 

至此，（1〉已获证. 

(2) 因为初等变换是可逆的，所以5经过适当、初等变换化为 
因而 （1) 中结论应用到这里就得出 （2) 中的结果. ■ 

评议此例充分运用向量方程与线性方程组之间的等价关系. 
理解上面证明过程的唯一难点是弄清方程组（6)，（7)，（8)， （9) 和矩 
阵 B , A 的行向量之间的关系.在解题起始处，我们画一张矩阵 B,A 
的图，从中标出 MG , …列，这 r 个列与第1,2,…, m 行的交叉处， 
就是这些方程组第1，2,…, m 个方程的系数，这可以把这些方程的 
结构很直观地表现出来.这种借助直观帮助理解问题的方法是很有 
用的. 

利用这个例题，求一个向量组的极大线性无关部分组时，可把它 
作为列向董排成矩阵，然后作初等行变换(这时不能作列变换)把它 
化简为阶梯形，新矩阵列向量组的极大线性无关部分组很容易求出， 
然后利用此例的结论 (2) 即可. 

例 1.8 求尺 5 内下面向 M 组 的秩： 

a i = (1» — 1*0,1,1). a 2 = (2, — 2,0,2,2), 

« 3 = (1,1,1*0,0), a 4 = (2, 0,1, 1,1). 

解把它们作为行排成 4 X 5 矩阵，再用初等变换将矩阵化为阶 

梯形 



最后阶梯形矩阵的秩为2,故原矩阵秩为2,因而向量组的秩也是 2. 


评议利用初等变换将矩阵化为阶梯形后，其不为零的行向量 
个数即为它的秩. 

例 1.9 给定内向量组 


= 

=(1,1,4,2) 

» 

°2 = 

=(1， 一 1，一 2,4), 

= 

= (0,2,6，一 

2)， 

a * = 

=(― 3， 一 1.3,4) , 

= 

= ( 一 1，0，- 

-4,- 

- 7), a s = 

=(- 2, 1,7,1). 


求它的一个极大线性无关部分组. 

解把它们作为列向 董排成 4 X 6 矩阵，再对此矩阵作初等行变 
换(不能作列变换)把它化为阶梯形 



B 的列向董组的一个极大线性无关部分组是第1，2,4个列向量，根 
据例 1. 7的 （2),4 的列向量组 a ,, a 2 , a 3 . a 4.«5»«« 的一个极大线性无 
关部分组是 | 

评议阶梯形矩阵列向量的一个极大线性无关部分组是由每个 
不为0的行向量最左端不为0的元素所在的列向量组合而成(就像 
此例中矩阵 B 的第1，2,4列），这一点也是很易证明的.首先，它不 
为0的行向量个数 r 即为它的秩，而用上面办法找出的也正好是 r 
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个列向量，只要再证找出的这个列向量组线性无关即可.而这一证明 
是很简单的，读者只要动手证明上面矩阵5的第1，2,4个列向量组 
成的向量组线性无关就可以明白这一事实了.如果对一般情况进行 
严格论证，要涉及许多烦琐的记号，此处不详细讨论，因为只需对具 
体问题具体讨论就可以了. 

例 1.10 给定内向量组 

*•*» ⑴ 

其中 a ^ O . 对（ I )作如下 筛选： 首先， ^ 保持不动.若 a 2 可被内线性 
表示，则去掉 ~ ，否则保留《 2 .继续这一筛选 ，一 般说，若 a , 可被前面 
保留下来的向量线性表示，就去掉 a .， 否则保留~经 n 次筛选后，设 
最后保留下来的向量组是 

= ai . a . j . *•*.«.> ( I ) 

则 （ I ) 为 （ I ) 的一个极大线性无关部分组. 

解先证( I )线性无关.设有 

^i«., + k 2 a it + ••• + k r a k = 0. 

若 k '， k ” …， k r 不全为0,设自右至左第一个不为0的是纟,，即 A , +1 
==^••=1 = 0,因々^0,故 ^>1( 若5 = 1，则= 矛盾).于是 

k \ a i l + ••• + + k,a it = 0 . 

移项后得 



这说明，可被前面保留下来的 向世线 性表示，这与筛选法矛盾.故 
必有 Al = A 2= …=忽= 0,即 （1) 线性无关. 

U ) 中不属于（ I )的向董都是筛选中被去掉的向 M ， 即能被（ I )中 
前若干向量线性表示的向 M ， 从而可被（ I )线性表示（令其余向量前 
面系数取 0). 

综合上述两方面的论述，即知 （ I ) 为（ I )的一个极大线性无关部 
分组 .I 

评议此例表明，如果一个向量组 ，…， a , 中至少包含一个 
非零向量(我们可以重排其次序，使非零向量排在最前面），此时其极 
大线性无关部分组必存在,故其秩 >1. 
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对数域尺上的 n 维向量空间 K % 下面的向量 

Ej = (1 ，0,0,…， 0) ， 

e 2 — (0，1，0,…，0)， 


e „ = (0, …，0,0，1) 

称为它的坐标 向量. £ l ， e 2 ，…， 显然线性无关，故 秩为〜 AT ” 中任意 
向量都可被向量组£,，£ 2 ，…， e „ 线性表示，因此，对中任一线性无 
关向 M 组士，0： 2 ，…，七，按照基本命题，应有 r ^ n . 

下面来介绍前面的理论在几何上的一个应用.考査实数域上的 
n 维向 M 空间 DT . 设 q ，《 2 ，… ，〜是 K - 中一个线性无关向量组，《为 
K " 中一个向量.定义 

L(a ； a lt a 2 , — ,a r ) = {ff + + t 2 a 2 + ••• + t r a r \t { 6 K >, 

它称为 R ” 中一个 r 维线性 流形. 一维线性流形称为 nr 中的直线， 
二维线性流形则称为 nr 中的平面. 

例 1.11 证明中任意两条直线都包含在某个三维线 
性流形之中. 

解设 R " 中两条直线是 L ( aje ), L (/3；7>. 现在•考 
査向量组 

e , t ], p — a , e ,, £ 2 , e 3 - ( I ) 

这里 q + A 是 5 T 的前3个坐标向量，向量组 £1 ，£ 2 ，£ 3 线性无关，它 
又能被 （ I ) 的一个极大线性无关部分组线性表示，按基本命题，（ I ) 的 
极大线性无关部分组中向量的个数(即（ I )的秩) >3. 按例 1. 10中的 
筛选法求向量组（ I )的一个极大线性无关部分组，设前3个向量为 
Vi = e ， v 2 ， V 3 . 按照筛选法, e ，7，#— «均可被 m 线性表示.我们 
来 证明： 直线 Z («; e )， L (&7) 都包含在三维线性流形 
之中. 

首先，，故对任意实数<，有 

o + « = a + /7, + 07 2 + 07 3 6 Ua^ ， 7 2 ,7 3 ). 

下面设 


V = + a 2 r / 2 + a 3 rj 3 , /? - a = + -f- b 3 V 3 . 
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那么，对任意实数 i ， 有 

芦 + /?= a + (/3 — a ) + 0 

= a + (^! + ta x ') rj l + (* 2 + « a 2 )7 2 + (, b 3 + ta 3 ) rj 3 

6 I 

评议 当《 = 3时， R 3 就是三维几何空间（取定一个直角坐标 
系后，空间每个点对应于它在此直角坐标系下的坐标 ( ai , a 2 ， a 3 )e 
R 3 >. R 3 的三维线性流形只有 R 3 自己， R 3 中任意两条直线当然都 
包含在 R 3 中，这在几何中是不争的事实.但当 n >3 时，问题就不是 
显然的，也不是直观的了.因而，这个几何中的事实要借助代数学的 
知识来 解决. 

例 1.12 设4是数域尺上一个 mX ” 矩阵.从 A 中任取 s 行组 
成一个 5 父《矩_5.证明 

r ( B ) 彡 rG 4) + s - m . 

解 若5=0,则4有 s 个行向童为0,此时 rU )< m-s = r ( fi ) 
+ m — s ， 命题成立.下面设.设 A 的行向量组是心％，…， a ^, 又 
设 S 的行向量组的一个极大线性无关部分组是 '，&，…，'， 于是 
r ( B )= r . 考査向量组 

VV ".， V a i ，％，•••，《»• 

按照例 1. 10对它进行筛选，因前 r 个向量线性无关，在筛选中保持 
不动，最后得此向量组的一个极大线性无关部分组应为 

W ".， W jt ，".， a jr 

它显然是《 1 ，％，"*，〜的一个极大线性无关部分组.故104)=^+丈. 
因为 S 的 s 个行向量均能被 '，'，…， a , 线性表示，按筛选法,％， 
\，…，％不能被…,、线性表示，故它们均非的行向量，而 
是 A 的行向量组中挑剩下的 m - s 个向量中的一部分向董，这表明< 
^ m — s . 于是 

r ( A ) = r t — r ( B ) - j - t ^ r ( B ) + m — s . \ 

例 1 . 13 给定 IC 中一个线性无关向量组 a ,, a 2 ,•••,«„. 任取 
ySef ， 证明向量组 

P ， a i ， a ” …， 
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中至多有一个向量能被排在它前面的向量线性表示. 

解 如果有《,•，《，均能被排在它们前面的向量线性 表示： 

«,• = + + a 2 a 2 + ― + , 

a i = b 0 p -f 6,a, + 6 2 a 2 + … + 

这里设 i < j . 现在线性无关，故 a 0 ^ 0 , b 0 ^ 0 . 我们有 
a 0 Oj — 6 0 a , = { a 0 b x — b 0 a x ) a x + ( a 0 b 2 — b 0 a 2 ) a 2 

H - h ( a 0 ^-i - + - h aobj ^ a ^. 

由此得 

a 0 a) + c,a, 4 - c 2 a 2 + ••• + Cj^a^ = 0, 

其中 a D 关0,这与 a lt a 2 ,^, a m 线性无关 矛盾. 由此知最多只有一个 a ,. 
可被它前面的向量线性表示 .I 

例 1.14 在 /T 中给定 m 个互不相同的非零向董 

a ,, a 2 , ―, a m . ( I ) 

设向量组（ I )的秩为 r . 证明向 M 组（ I )至少有 ; 《— r + l 个互不相同 
的极大线性无关部分组（两个极大线性无关部分组如果仅仅是其中 
向量排列顺序不同，则认为是同一个极大线性无关部分组). 

解令 

a i , * a ,.:，* \ ( 1 ) 

是向董组（ I )的一个极大线性无关部分组.设（ I )中去掉 （ n ) 后剩下的 
向量是％，士 2 ，…，％，这里 s = m — r . 则有 

\ = a n \ + a u \ H - 1" a lr a , r ， 

% = a n\ + a n a it H - h a Zr a ir ， 


a i, = a a\ + a ,?\ H - K 

因 故 a „， a 12 ■不全为 0 .设 则 
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考査向量组 

V … ， V.，V a .* +1 ，…，V (1) 

向量组 （ I ) 能被 (1) 线性表示，而 （ I ) 是（ I )的极大线性无关部分组，故 
(1) 也能被 （ B ) 线性表示.故 ( I ) 与 (1) 线性等价，它们的秩相同，即 （ B ) 
的秩也是 r . 这表示 (1) 线性无关 ，（1) 中任意向量可被 （ I ) 线性表示， 
而 U ) 与 ( B ) 线性等价，这推出（ I )中任意向董可被 OS ) 线性表示.于是 
(10) 也是（ I )的一个极大线性无关部分组. 01) 中有一向量、为 （ H ) 中 
所无(因（ I )中 m 个向量互不相同），故 （ I ) 与 ( n ) 是不同的极大线性 
无关部分组. 

同理，我们可用~ ，… ，'去掉换 （8) 中某一向量得出一个新的 
极大线性无关部分组.这样共 s = m - r 个极大线性无关部分组，其 
中每一个包含有％06=1，2,…， S ) 为其他部分组没有的.所以，连同 
( I )，我们得到向量组（ I )的 m — r + l 个互不相同的极大线性无关部 
分组 .I 

评议此例具体地说明一个向量组的极大线性无关部分组是有 
许多不同的选择方法的. 

例 1. 1 S 给定数域 K 上 n 个非零的数 ai ， a 2 , …，〜求中下 
面向量组的秩： 

7 1 = (1 + 4，1，…，1)， 

7 2 = (1，1 + a 2 ， l ， …， 1)， 


Vn = (1 ， … ， 1 ，1 + a„). 

解考査 


A = 


1+^2 






L —■ 0 . 0 a n j 

其中 JB 是由 A 的第一行乘 一1 加到其余各行得出.因为 a 2 , a 3 ,-, a „ 
非零，故 B 的第2,3,…， n 个行向量组成的向量组线性无关，由此得 
rG 4) = r ( B ) - 1. 

令 £ l ， e 2 ，…，为 / T 的坐标向量，此向量组线性无关，秩为又设 

6 = «! + e 2 + …+ €„ = ( 1，1, ... ，1〉， 

我们有 7. = e + a , e , (:_ = 1，2,…， n )， 故 

士 7. = ~" € + 

a i a i 

于是 

自 h■ = | ； i： e+ |^ = U + t + … + i ： + 1 ) e • 

(l) 若 1 • + + + … + J ~ + l=a^O , 则 

a i a 2 a n 

£ = 士轉 . 

故（当时） 

这表明向量组1,7 2 ，…，％与坐标向董组 q ， e 2 ，…，等价，其秩为 


⑵若 h + ." + [ + 卜 0 ，则 


§h = 0 . 

于是 H ， …， In 线性相关，其秩 < n . 但上面已证其秩，即 
n — 1•故 7 i ，?2 ，•••，％ 秩即为 n — 1. I 
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评议此例体现了求矩阵（向量组〉的秩的两种基本方法： （1) 
利用初等行、列变换将矩阵化为上(或下）阶梯形； （2) 利用向量组 
相互线性表示.这两种方法读者均须熟练掌握. 

练习埋 1. 1 

1. 判断中向量组《，沒，7,3«_47是否线性相关. 

2. 若中向量组《丨，《 2 ，…， 〜线性相关，判断向量组《,,« 〆 ••， 
〜，晃 ，&，…， /?,是否线性相关. 

3. 给定 K 4 内向量组 

= (1. — 3,6,3), a 2 = (1,2, — 3，1)， 

« 3 = (2. — 1 ,3.4) » = (5, — 5 tl 2. ll ). 

判断此向量组是否线性相关. 

4. 给定 / C 5 中向量组 

= (1,1,1,1,1), a 2 = (1,2,1,3,1), 

a 3 = (1,1 ,0,1 ,0) , a A = (2, 2, 0,0,0). 

判断此向量组是否线性相关. 

5. 给定 K * 中 向址组 

a , = (1,0,1,1), « 2 = (2,6,11, - 19), 

« 3 = (0,2,3, - 7), = (0,4,4, - 14), 

a 5 = (1,10,16, 一 34). 

求它的一个极大线性无关部分组与秩. 

6. 如果把尺上一个 mX ” 矩阵4添加一行和一列后使它变成 
(m + l ) X (« + l ) 矩阵试问其秩可能发生什么变化. 

7. 试求下列矩阵 的秩： 
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8. 给定数域 K 内非零数令 


A = 


0 a 

0 0 

0 0 

•0 0 


0 

0 

0 


a 2 a 3 
b b r 
0 c 
0 0 


b z 




0 


fl s " 

*3 

Cl 

d . 


求 A 的列向量组的一个极大线性无关部分组. 

9. 设 c ,, a 2 , •••,«, 线性无关，证明 aiA + avA + a ^ + m + a , 
线性无关. 

10. 证明： 如果向量组々，巧，线性无关，而々，力，…， a , ，/3 
线性相关，则 A 可被向量组^，化，线性表示. 

11. 证明： 一个线性无关向 M 组的任一个部分组也线性无关. 

12. 证明： 如果一个向量组有一个部分组线性相关，那么该向 
量组也线性相关. 

13. 证明：《, 1 ，《/“，\是向量组〜,《 2 ，"*，《,的极大线性无关 
部分组当且仅当下述两条 成立： 

(1) a ix , a it ，…，\线性 无关； 

(2) “，.，兩^句^…七线性相关’其中屯为 a ,, a 2 ,•••,«, 中任一向 

量. 

14. 已知 q , a 2 , •••,«, 的秩为证明其中任意 r 个线性无关的向 
M 都构成它的一个极大线性无关部分组. 

15. 设…，4的秩为 r ， 而'，'，••_，气是其中 r 个向量，使 
每个 < r ,.( i ’ = l ，2, …， s ) 都能被它们线性表示，证明拓,，^，…，\是 a ^， 
&，•••，《,的一个极大线性无关部分组. 

16. 设〜，&，…，〜 是尺” 内一个向量组，如果 n 维坐标向量 £l ， 
e 2 ，…，£„可被它们线性表示，证明： q ，《 2 ，…， 《„线性无关. 

17. 设 a !， a 2 , — ，<»,是内一个向量组，证明 ： a !， a 2 ，…， a „ 线 
性无关的充分必要条件是，任一个 n 维向量都可被它们线性表示. 

18. 证明一个向量组的任一线性无关部分组都可扩充成它的一 
个极大线性无关部分组. 

19. 在例 1.15 中，设有一个 a , = 0 .求向量组1，7 2 ,…，％的秩. 
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§ 2 线性方程组 

一、 线性方程组的基本概念和求解方法 
【内容提要】 

数域 K 上的 线性方 程组的一般表达式是 

a ii:i + a u x 2 + **• + a XH x H = 6,, 

a 2 l X l + °22^2 H - H a 2^ = b 2 , 

• ( 1 ) 

+ a-2^2 + •- + <^mnX n = b m , 

其中 a 0 €: K(i = l ，2，...，7 W ;j = l ,2,…，; j ) 灸 =1 ，2,…， m ). 令 



a n a u 

… 心 1 



a i2 … a \n 

V 

A= l 

a 2\ a 22 

… ^2n 

， ^ = 

a 21 

a 22 a Zn 

fh 


- a m\ a m2 

… a mn- 


^ml 

a m2 ^mn 

b m . 


A 称为它 的系数矩阵， ：？ 称为它的增 广矩阵 ，它可以作为上述线性方 
程组的简单表达. 如设汲 的列向會组是 ％，％，… ，心, 0 ，則方程组 （1) 
等价于下列向量方程 

^\°\ + 工内 + …+ x H a n = /?. 

方程组 （1) 的任意一组解 xeA ,，; r 2 =/ fe 2 ，…，可以看做 
中一个向量 （ U 2 ，… ，怂），称为 （1) 的一个解 向量. 

对线性方程组 （1) 可以作三种初等变换： 

(1) 互换/，）两方程的 位置； 

(2) 将第 * •个方程乘以尺内非聿数 q 

(3) 将第 个方程 加上第 I •个方程的 A 倍，这里々€尺， 

方程组 （1) 经初等变换后新方程组与原方程组同解.因为增广矩阵； i 
的每一行代表方程组 （1) 的一个方程，所以方程组 （1) 的初等变换就 
是矩阵灭的初等行变换. 

方程组 （1) 的求解方 法是： 反复利用初等变换把它化作阶梯形 
方程组（即对作初等行变换（不能作列变换）把它化作阶梯形矩 
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阵），使未知量的数目自上而下逐次減少.最后再自下而上由各方程 
逐步解出各未知量（包括一些取值不受限制的自由未知量）.这是求 
解方程组 （1) 的规范性方法.任何具体线性方程组都可用此方法解 
出. 

方程组 （1) 的所有讨论和求解都可限制在数域 K 内进行. 

评议线性方程组是代数学中最简单和最初等的研究对象•早 
在13世纪之前已经对这类方程进行许多讨论，但当时一般局 f 艮在 
二、三元一次方程组，它们是在处理一些具体应用问題以至于一些智 
力游戏问題时产生的.以后，随着涉及的未知量越来越多，问題逐渐 
复杂化，才摆脱了初始阶段的幼稚，逐渐形成严格的科学理论.这主 
要表现在如下两个方面： （1) 求解方法的理论化和规范化，把解法 
归纳为用三个初等变换将方程组化为阶梯形.这也为我们提供了一 
个将复杂问題简单化的又一个好范例； （2) 发现了线性方程组与向 
量空间和矩阵之间的紧密联系，认识到线性方程组的理论不过是向 
量空间和矩阵理论的一个应用而已.更根本的是要对向量空间和矩 
阵作深入研究，从而推动了代数学一个新的研究领域的诞生和发展. 

例 2.1 解下 列线性方程组 


+ X 2 — 3 x 4 — x 5 = — 2» 

x x —工 2 + 2x z — x A =1， 

— 2 x 2 + 6 x 3 +3 x 4 — 4* r 5 = 7， 
2x x +4* r 2 — 2 i 3 +4 x 4 — 7 x 5 = 1. 

解对增广矩阵 z 作初等行 变换： 
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写出对应方程组 

[•r, + x 2 — 3x A — x 5 = — 2, 

2 x z 一 2 x 3 — 2工‘ 一 x 5 = — 3 ， 

I 3 x 4 — x s = 2. 

在上面方程中，把含 X 3. X 5 的项移到等式右边，得 

[x x + x 2 — 3x 4 = — 2 + Xs ， 

\ 2x 2 — 2x k = — 3 + 2x 3 + x s , 

I 3x t = 2 + x 5 . 

然后自下而上逐次求: c «， a : 2 ，;《:,，最后得 

5 , 7 

A = j + jx 5t 

工 2 = —音 + & + 音 A ， i 4 = 音 + yx 5 . 

现在 X 3 , X 5 的值可任取，是自由未知量.取定 X 3 , X 5 的一组值，就唯 
一决定 ^1, X 2 , X 4 的一组值，从而得到原方程组的一组解.显然，原方 
程组有无穷多组解•这里要注意一点，如果把原方程组看做数域尺 
上的方程组，则：|： 3 ，心仅限于取数域 / C 内的数，这时得出的 A ，: r 2 , x 4 
的值也在数域 / C 内. | 

例 2. 2设 a 是数域尺上一非零数.求解 K 上线性方 程组： 




工 2 + 工 3 + 工《 + . + X n = b '， 

+ ax % + ax K + . + ax H = b 2 , 

X\ + ax 2 + ax < + . + ax n = b 3 , 

X\ + ax 2 + ax 3 + + ax H = b A , 


+ ax 2 + ax 3 + ax A + . + ax n - x = b H . 

解对增广矩阵作初等变换把它化成阶 梯形： 
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•1 

a 

a 

a 

… 

a 

0 

K 


0 

1 

1 

1 

… 

1 

1 

b \ 


0 

0 

a 

a 

… 

a 

2a 

ab x -\- b 2 — b n 


0 

0 

— a 

0 

••• 

0 

a 

b 3 -b n 


0 

0 

0 

… 

— a 

0 

a 

K-i — K 


.0 

0 

0 

… 

0 

—— a 

a 

b n -y - K 


1 

a 

a 

a 

… a 

0 

K 


0 

1 

1 

1 

… 1 

1 

bx 


0 

0 

a 

a 

… a 

2 a 

ab x + b t — b n 


0 

0 

0 

a 

… a 

Za 

ab' + ^2 4 - — 2 b n 


0 

0 

0 

… 

0 a 

(n — 2)a 

ab\ + 62 + ••• + 〜 -2 — (n — 

3) 心 

■ 0 

0 

0 

0 

… 0 

(n — \)a 

ab x 4 • 厶 2 + ••• + b n _i — (n — 



由它对应的阶梯形方程组解得 

工 1 = T/ b i - - 2 ) 外 )’ 

x ' = („ - l ) a ( abi+ % b > -- 伙)， 

其中 f = 2,3,…， n . | 

评议此题容易想将某些方程相加、减以消去一些未知量.但求 
出的解尚需验证确实符合要求，又需讨论解是否唯一，较为烦琐，故 
前面论述的规范方法(即将增广矩阵化为阶梯形)是此题的最简明的 
解法. 

二、 齐次线性方程组 
【内容提要】 

在方程组 （1) 中，若则为 





a u x\ + a X2 x 2 + ― + a ln x H = 0 , 

一 +¥ + •••+ 一 0， ⑵ 


a«i:i + a mZ x 2 + — + a„x n — 0. 

方程组 （2) 称为數域 K 上的齐次线性方程组.它等价于 A ： m 内的向量 
方程 

工 1«1 + 工 2 fl 2 + …+ X n a n = 0 , 

其中«1，« 2 ♦•*•»«« 为 （2) 的系數矩阵 ><4的列向量组. 

齐次线性方程组 （2) 的解具有如下 性质： 

1 ) 如果 7 l = ( U 2, …，是》)，72=(/1，/2，."，^<)是方程组（2)的两 
个解向量，则 

7 i + 72 = ( 是 1 + lifk 2 + 4, + /,〉 

也是方程组 （2) 的解 向量； 

2 ) 如果7= ( h ， A 2 , …， D 是方程组 （2) 的一个解向量，則对尺 
内任意数 A ， 有 

kV = (从 ' ，从 2 ，…，从 „) 

也是方程组 （2) 的解向量. 

从上面两条性质立即推 出：设 7 i ，72，".，7/ 是方程组 （2) 的一组 
解向量，那么，对尺内任意一组數心，々 2 ，…，心，线性组合 -6,71+^72 
+…+心％仍为方程组 （2) 的一个解向量. 

定义齐次线性方程组（2 〉的一组解向量 7 i ，％， …，7,如果满足 
如下 条件： 

( i ) 71 , 72 ,…，7,线性无关 j 

( ii ) 方程组 （2) 的任一解向 f 都可被 7 i '，72.-，7, 线性表示， 

那么，就称^，仏，…，％是齐次线性方程组 （2) 的一个基础 解系. 

定理1数域 A ■上的齐次线性方程组 （2) 的基础解系存在，且任 
一基础解系中解向量个数为 n — r ， 其中 n 为未知量个数，而 r •为系数 
矩阵4的秩 rU ). 

评议前面指出，线性方程组理论和向量空间、矩阵理论有密切 
联系•建立这个联系的途径有下面几种 ： （1) 把方程组的系数组成 
系数矩阵 A ， 加上常数项组成增广矩阵 (2) 未知量的系數和常数 
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项看做尺"中向量，方程组等价于尺"中向 f 方程； （3) 方程组每一 
组解看做 / r 中一个向量.下面几点是特别重 要的： 

第一，线性方程组理论的一个核心问題是齐次方程组 （2) 有无非 
零解，而这一点等价于向量组线性相关或线性无关，后者是向量空间 
全部理论的 基石； 

第二，齐次线性方程组 （2) 的全体解向量组成尺"的一个子集 
M ， 这个子集对尺•的两种 运算： 加法、數乘是封闭的； 

第三，齐次线性方程组 （2) 的解由 / T 中一个线性无关向量组， 
即 （2) 的一个基础解系难一 决定； 

第四，齐次线性方程组 （2) 的基础解系中向 f 个数与其系数矩阵 
A 的秩 rG 4) 有本质的联系.这使我们可以把矩阵的有关问題转化为 
线性方程组的问題，或反过来，把线性方程组的问題转化为矩阵论的 
问題. 

齐次线性方程组的基础解系有重要意义，许多问題最终归结为 
找一个齐次线性方程组的基础解系.决定方程组 （2) 的一个基础解系 
的规范性方 法是： 先用初等变换将方程组化为阶梯形，这时未知量 
分为两类，一是其值可任取的自由未知量，其余未知量则表成自由未 
知量的函数，只要分别令某个自由未知量取值 1( 其余自由未知量取 
值 0) 得出的解向量组即为一个基础解系. 

例 2. 3求数域 /C 内齐次线性方程组 



尤 2 - 

- ^3 + ^4 - 

- x 5 = 

= 0, 

工 1 -f 


x 3 + 2x a - 

- 尤 s = 

= 0, 


• 工 2 

+ 3:4 一 

- 2x s = 

= 0, 

-+ 

- 2x 2 

+ 6x 4 一 

- 3x 5 = 

= 0 


的一个基础解系. 

解 先做矩阵消元法 






r ( A ) = 3, 故基础解系中应包含 n — r =5_3 = 2 个向量.写出阶梯形 
矩阵的对应方程组 

f^l + 工3 +2工4 一 工5 = 0， 

j 工2 —工3 +工4 —工 S = 0， 

L X 5 = 0. 

移项，得 

卜 一 =— 工 3 — 2工 4 , 

^ - = x 3 — X 49 

I Xi =0. 

工3，工4 为自由未知量. 

(1) 取 x 3 = l ， 1< = 0,得一个解向量 

7 i = (- 1.1,1,0,0). 

(2) 取 13 = 0 , x « = l ， 得另一个解向量 

7 z = (一 2, 一 1，0, 1， 0). 

于是 7 i .72 为方程组的一个基础解系.方程组的全部解可表为 

kxVx + k 2 v 2 , 

其中为数域 K 内任意数. ■ 

评议自由未知量的选法不是唯一的.例如，我们也可以选: r 2 , 
A 为自由未知量，解得 

•^1 = — x 2 — 3x 4 , 

^ x 3 = x 2 - {- x 4 , 

工 S = 0. 
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令 得 

V[ = (- 1 , 1 , 1 , 0 , 0 ). 

令 得 

7’2 = ( - 3 , 0 , 1 , 1 , 0 ). 

那么，7!，<也是一个基础解系，方程组全部解向量可表为 

是 i 7 i + 

但是，自由未知童却不是可以随便选的（例如此例中 x s 不能是 
自由未知量），为了避免出错，我们约定，当增广矩阵化为阶梯形后， 
每个不为0的行向量最左端不为0的元素对应的未知量都保持在方 
程组（已化为阶梯形）的左端，其余未知量即为自由未知量，移到等号 
右端即可,此例中即是按此原则办理. 

例 2.4 给定实数域 R 上的 mXn 矩阵 

A = 

设以 A 为系数矩阵的齐次线性方程组的一个基础解系是 
Vl = (办】1，厶】2，."，厶1_)， 

Vi = … ， b 2n >， 


Vr = 队，1>々，…， b „). 

考査如下 ( m + r ) Xn 矩阵 

'a n a 12 — a ln 

_ a mx amz — 

C = 

b ll b U “• k 

• • • 

• • • 

• • • 

- b n b r2 … b m 

证明以 C 为系数矩阵的齐次线性方程组只有零解. 

解为叙述简明起见，我们把以矩阵4为系数矩阵的齐次线性 
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~b u b u ― b ln ' 

b n b a … b zn 

- b n b n … b„- 

B 的行向量组 7 m 7 2 ， “ • ，孓线性无关，故 r(B>=r. 因为％0 = 1， 
2 ,… ， r) 是 LG 4 ) 的解向量，故 

n n 

0 = = 2 〜 a <*， 

*-1 *-1 

但上式表示 a ,. =(〜，<!,. 2 ,…， a ,•„) 同时是 L ( B ) 的解向董，这里 t = l , 
2,…， m . 根据定理 l . r =« — r ( i 4), SJ [ rCA )=”一 r =”一 r ( B ) 恰等于 
L ( B ) 的基础解系中向量的个数. 4 的行向量组的任一极大线性无关 
部分组恰为 L ( fi ) 的 rC 4) 个线性无关解向 fi , 应为 L ( B ) 的一个基础 
解系.于是 L ( S ) 的任意解向量均可由此极大线性无关部分组线性 
表示，从而可由 A 的行向 M 组 a , ，《,，•••，〜 线性表示. 

L(C) 的任一解向量 々 =(q ， c 2 ， •.., 〜 ) 是 LG 4 ) 和 L(B ) 的公共解 
向量，故 

r m 

P = S UjVj = 

具体写出来就是 

r m 

<：k = 2 u Pn - = S^ 42 '*- 

j=i »-i 

因为 

n 

= °* 

k=l 

两边乘 UyV; 然后求和，得 

。= 2 S ( 

，_1 jm .\ 裊_1 


方程组记为 LG 4). 
令 


B = 
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-±cl 

现在我们考察的是实数域 R 上的齐次线性方程组，所有问题均 
在 R 内讨论，于是 Q 为实数，从上式立即推出即 
/?=0,于是 L ( C ) 只有零解. | 

评议解此题的关键是认识下面事实： （1) 召的行向量组是 
LC 4) 的一个基础解系，而 X 的行向量组中却也包含了 ZX 5) 的一个 
基础解系； （2) L ( C ) 的解向量是 LG 4) 和 L ( B ) 的公共解向 M . 解题 
过程中全面利用了前面列举出的有关齐次线性方程组的基本知识. 

注意，本题的结果仅对实数域上的齐次线性方程组成立,对其他 
数域未必正确.例如，令 

Q ( i ) = {a + Ai | a ,6 eQ } (i = V = T ). 

读者容易证明它是一个数域(但它不是复数域 C ). 考査此数域上的 
2 X 3 矩阵 

5 °1 
Lo o iJ 

显然， r ( A ) = 2, 故 1(4) 的基础解系仅含 3-2 = 1 个向董，可取为 
7=( l , i ,0)， 此时 


C = [0 0 

易知 r ( C 〉= 2, 故 L ( C ) 的基础解系中包含 3-2 = 1 个向量，有非零 

解. 

三、线性方程组的一般理论 
【内容提要】 

定理2 数域尺上的线性方程组 （1) 有解 的充分必要条件是其 
系数矩阵 A 的秩等于增广矩阵 A 的秩. 

把方程组 （1) 的常数项换成 0 得到齐次线性方程组 （2)， 方程组 
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(2) 称为方程组 （1) 的 导出方程组. 

定理 3在 rC 4)= r (：5) 的条件下，我 们有： 

(1) 如果 rG 4)= n ，則方程组 （1) 有唯一解； 

(2) 如果 rG 4)< Oi ， 則方程组 （1) 有无穷多组解•设八是方程组 
(1) 的一个解向量，而^，^，•••，▽^是其导出方程组^的一个基础解 
系，則方程组 （1) 的全部解向 f ： 是 

y o + k \ V \ + 卜72 + …+ K %， 

其中 k '， k ”“.， k ， K 中任意数. 

评议 现在关于线性方程组的全部理论问題已经简单、明了 、透 
彻地解决了.下面几点值得注意. 

(1) 我们不能满足于上面定理迻辑上的证明，而应想•法洞悉其 
直观上的含意，了解问题的 本廣. 如把 A 的列向量组表为々，々，•••， 

那么方程组 （1) 有无解等价于能否被力，％，…，〜线性表示， 
而这又等价于夕能否被它的一个极大线性无关部分组'，&，•••，& 
线性表示（这体现了引入极大线性无关部分组的意义），后者又等价 
于向量组', a , 2 ，…，是否线性相关（参看例 1.5) .根据§ 1的基 
本命題，若 r ( A )= r (^)， 此向量组线性相关，/?可被〜，，、，…，、线 
性 表示； 若 rC ?)> r (^)， 則此向量组线性无关，从而/?不能被《,,， 
a 、 ，…，'线性表示.上面的讨论，是把原来问题一步步转化，使问題 
的症结越来越清晰. 

(2) 认识到齐次线性方程组是线性方程组理论的核心问题•线 
性方程组解的结构被齐次线性方程组的基础解系描述得十分透彻. 
如果把例 1. 11中讨论的 R " 中线性流形的概念照搬到中来，那 
么我们可以说，方程组 （1)( 在有解情兄下）的全部解向量组成的集合 
就是 K n 中一个 r ■维线 性流形 

以7 0 外，7] 2 ,…， J ] r 、， 

这里 r = n - r ( A ). 这就把代数和几何紧紧联系起来了 • 

(3) 数域尺上的线性方程组本身只涉及尺内数的加法、乘法， 
但是局限在数的运算领域内，我们无法把线性方程组的理论问題说 
清楚，而必须跳出数的范畴，研究一些不是數的新对象，即向量空间 
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和矩阵.这样，我们上升到高一級的理论台阶上，正因为如此，问題得 
以完满地解决.这是代数学在几百年发展史上许多老一辈数学家留 
给我们的宝贵財富，值得我们细心体味. 

(4) 必须严格区分齐次线性方.程组和非齐次线性方程组： （ i ) 
齐次线性方程组总是有解的，即它总有一组零解，它要研究的是有无 
非零解•而非齐次线性方程组未必有解，所以它首先要研究的是有无 
解； （ ii ) 齐次线性方程组全体解向量所成集合对向 f 加法、數乘是封 
闲的，因而其全部解向量可用基础解系的所有线性组合来表示.而朴 
齐次线性方程组全体解向量所成集合对向量加法、數乘不封闭，它也 
没有基础解系的概念.如果说某个非齐次线性方程组的基础解系是 
什么等等，就是犯了概念性错误. 

例 2. S 求数域尺上线性方程组 


^1- 

_ x 2 

4 

•工 r 

-工5 = 1 ， 


H 

•工 3 

- 

- _r s = 2 ， 

3x i - 

- 工 2 - 

- 工 3 一 

- 工 4 一 

- x 5 = 0 


的全部解. 

解写出方程组的增广矩阵，对它做初等行变换化为阶梯形 



1-1 0 1-1 r 

—- 0 2 1-2 1 0 

-0 2 — 1 一 4 2 — 3- 



i 2x 2 + x 3 —2x A + x 5 = 0, 

^ 2 x 3 +2:4-工 s = 3. 

这方程组与原方程组同解，因此，只要求它的全部解就可以了.移项， 





得 


— X 2 = 1 一 工 4 十工5， 

^ 2 x 2 + 工 3 = 2 x 4 — X 5 , 

t 2x 3 = 3 — 2 x 4 + ar 5 . 

(1) 先求一个特解这只要取: r 4 =: r 5 = 0 即可，故有 


7 。 = ( 士， 


，0, 0 . 


(2) 再求它的导出方程组的基础解系.这只要把方程组的常数 
项换成零，得 


f 工1 — 工 z 


A 十工5， 


■{ 2 x 2 + X 3 = 2 x‘ 一 x s , 

I 2 x 3 = — 2 x a 4- x s , 

• r «， x 5 为自由未知量. 

取 x « = l ， j ^ O 得： 7】 = ( 士，音，一1，1， 0); 

取 x 4 = 0, _ r s = l 得：？ 2 =( 士， 一 H ， 0, lj . 
故原方程组的全部解为 

7== ( t , 一 i ， 音，◦， 0) +、(如音 ，- 1 ， l 
士， -+，如。，1)， 


其中可取尺内任意数. 

评议此例是解具体线性方程组的规范方法，在求解线性方程 
组时应遵循此例的办法进行才不易出错. 

例 2.6 设方程组 （1) 是非齐次的（即 b '， b ” …， k 不全为 0) 且 
rOO = r ( A )= r . 证明方程组 (1) 存在 n - r +\ 个线性无关解向量 

y 0 , y ” …， y —， 

使方程组的全体解向量是下面的集合 

{是 0 7。+ 々/! + …+ k H _ r i) n _ r | 々 。，勾 ，… , k H _ r 6 K }, 

其中心+\+… +<—=1. 

解现在方程组 （1) 由题设有解.设 y 。 是它的一个解向董，而 
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%，7 2 ，…， 是它的导出方程组 （2) 的一个基础解系，令 y , = 7。+ 
7,(«' = 1，2^"，》—幻，则方程组（1)的任一解向量7可表示为 
y = 7 o + a l 7) 1 + a 2 rj 2 -\ - h H r 

= y 0 + § a .( y . - y o ) 

«-l 

= (i-S-.)yo+S^.. 

t»l •■-l 

r 

令走。 =1 一 ^ a ,,= a,(t = 1，2,…，”一 r )， 有 
«-1 

y = Vo + 从 + … + d , 

而且 ko + k ^ … + I _ r = 1. 我们还需证7 0 ,7,, •••， y „_ r 线性无关. 

设 

+ # + …+ c n _ r y n _ r = o, 

则 

^0+ S c ，( y 。 + 7.〉= U + E。) y 。 + S^.7. = 0. 

•-1 «-l 1-1 

若〜+^ +…+“^:^^^由上式知/。可被 H ， …，■线性表示，从 
而它也是齐次线性方程组 (2) 的解向董，这与 （1) 非齐次矛盾.故 C() + 
q + … = 0. 代入上面等式得 


+ 沾 + …+ C n - rVn-r = 0. 

因 7 i ，7 z ， 线性无关，故这又推出 c 0 = 0. 
这表示 y 。，、 线性无关. 

反之，若 + … +^_ r = l ， 则向量 

^0+ Sn = t y 。 + S W。+ 7,) 

1-1 1-1 

=(\ + y 。+ Sn = y o + ^ k iVi , 

它也确是方程组 （1 ) 的解向量.丨’ 

评议前面已指出，非齐次线性方程组没有基础解系.此例中给 
出的解向董组 y 。，：^ ，…， /•— 却与齐次线性方程组的基础解系有些类 
似： （ i ) 它也是一个线性无关的解向 量组； （ ii ) 方程组 （1) 的全部解 
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向量所成集合是 

是 c/。 + 是 /i + …+ K-h. 

但它与基础解系不同，其中系数々。，…，;不能任取，必须满足怂 
+幻+…+1~=1，且其向量个数也比导出方程组的基础解系中向 
量多出1个.这些不同点必须注意，不能混淆. 

练习題 1.2 

1 . 求下列齐次线性方程组的一个基础解系，并求其全部解向 
量： 

而 + 2>r 2 十 4j ： 3 — 3x 4 = 0, 

3xj + 5x 2 + 6x 3 — 4x 4 = 0, 

•< 

4x x + 5x 2 — 2x 3 + 3x 4 = 0, 

• 3:1 + 8x 2 -\-2Ax 3 — 19x 4 = 0. 

2 . 求数域 K 上下列线性方程组的一个特解7。和导出方程组的 
—个基础解系，然后用它们表出方程组的全 部解： 

2x t — 2x 2 + x 3 — Xi + ■ x s = 1, 

Xi + 2x 2 — x 3 + x A — 2x s = 1 ， 

— 10x 2 +5 x 3 — 5x 4 4 - 7x s = 1 ， 

2xt — 14x 2 +7x s — 7x 4 +11x s =— 1. 

3. 判断数域 / C 上齐次线性方程组 

■r 2 + x 3 + … -hx„ = 0, 

工 1 + x 3 + ― +x H == 0, 


U !+ : 2 + 工 3 + … + X ,_ j = 0 

有无非零解(其中第 / 个方程缺^). 

4. 证明一个齐次线性方程组的任一个线性无关解向量组都可 
扩充成它的一个基础解系. 

5. 给定数域 K 上的线性方程组 







A b 2 


证明： 若 r ( A )= r ( B )， 则方程组有解. 

6. 设给定数域尺"内^+1个向量 
«, = (a.i * a.2. … ， a«) O' = 
= (bi, b 2 , —, b„). 

证明：如果齐次线性方程组 

an^i + a 12 x 2 + …+ 

a 2 l 工 1 + ^22^2 + **• + 


U,iXi + a, 2 x 2 + •- + a„x n = 0 

的解全是方程 

b\x x + b z x 2 + — + b H x n = 0 

的解，那么，沒可以被〜， a 2 , …， 《,线性表示. 

7- 给定数域尺上两个齐次线性方程组 

o n ^i 4 - a l2 x 2 + •- + a u x n = 0 , 
a 2 】 工 1 + a 22 x 2 + ― 4 - a^Xn = 0, 
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如果它们系数矩阵的秩都<«/2,证明这两个方程组必有公共非零 
解. 


§3矩阵代数 


代數学的任务是研究各种各样的运算.本节的标題“矩阵代数 
的意思就是研究矩阵的运算. 


一、矩阵的加法 和数乘 


【内容提要】 

定义 给定数域尺上两个 mXn 矩阵 


^11 

a l 2 … 

^\n 


'bn 

bn 

… b u 

^21 

a 22 … 

O-U 

， B = 

々21 

厶 22 

… bzn 

fiml 

a m2 … 




办 m 2 



它们的加法定 义为： 

a n + a 12 + 厶 12 — a u + b ln 

. ,„ a 2\ + b 2 i a 2 2 + b 2Z ••• a in + b 2n 

• • • 

• • • 

_a ml + b m{ a m2 4 - b m2 … a m + b^, 

对任意尺， A 与 d 的数乘定 义为： 


kA = 


^ a u 是 a 12 … ka u 

ka n 々 a 22 … ka^ 

• • ♦ 

• • • 

• • • 

Mmi ka mZ … ka m . 


评议数域 K 上一个 mX / t 矩阵是 K 内 mri 个数按一定次序排 
列起来的一个表格，是一个有序数组，实际上也是一个向量.因而，向 
f 加法、数乘运算自然也可平行推移到矩阵上来.数域尺上全体 m 
X ”矩阵所成的集合记做 UX )， 现在其中有加法、数乘运算，这 
两种运算满足与向量加法、數乘相同的八条运算法则.尺”中一个向 
量如果横写，就可看做 lXn 矩阵，坚写則可看做一个; 2 X1 矩阵.但 
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~^ a u bt 2 


厶 *i ^ a mtb t2 … ^amkbk. 


= c . 

命题数域尺 上的矩阵运算滿足如下运算 法則： 

(1) 乘法满足结 合律： AiBC ') = { AB')Ci 

(2) 分 配律： C 4 + B ) C = AC + BC ， 

MB + C ')= AB + AC i 

(3) 对任一尺内的数是，有 A ( AB ) = UA ) fi =>10 feB ); 

(4) + 其中4表 



是矩阵还有其他的作用，所以又与向量有区别，是代數学中两种不同 
的研究对象. 

二、矩阵的乘法 

【内容提要】 

定义给定数域尺上的 mXn 矩阵 A 和 nXs 矩阵 B : 

fa n a u — a lH ~\ R>n b u — 6!/] 


a n a u 
a 2\ a 22 


厶 21 厶 22 


Uml a 磨 2 … 

定义 4 与五的乘法 如下： 
a n a iz 
^ n °2 l °22 


Oi m b u b n ••• b u 
°2 m b n b n ― bz, 


1A2i 

SJ *2) 






示的转置. 

评议矩阵乘法和數的运算大不相同.初学者可能感到费解，不 
知道为何用这样奇柽的方法定义矩阵乘法.我们现在也借助线性方 
程组来对此作解释. 

矩阵的乘法是从线性方程组的研究中自然产生出来的.给定数 
域尺上的线性方程组 

^11-^1 + a 12 x 2 + …+ a Xn x n = 6 ,, 

“21 工 1 + a 22 j： z + …+ a^x n = b 2 , 


U»i:i + a 觸 2 < r 2 + ... + 

考查如下两个矩阵 

a n a 12 … a Xn 

a 22 — a 2, 


这就是方程组的系数矩阵 Z 和未知 f 所组成的 nXl 矩阵 X . 我们 
规定 A 与 X 的“乘法”如下： 


… ^ 1 - -^1 


a 21 a 22 •“ a 2 . x 2 


OnXi + a 12 x z + 

a 2 i 工 1 + a 1 ix 1 + 


+ a\nX n 
+ a ln x K 


La*iXi + a ml x 2 + ― + a^xj 

其法 則是： 左边矩阵的行和右边矩阵的列对应元素相乘再相加.乘 
得的结果是一个 mXl 矩阵（上面用虚线在矩阵中标出左边的行与 
右边的列对应相乘的位置关系）.显然，乘积矩阵自上而下的第1， 
2 , …， m 个元素恰好是方程组的第 l ，2，".， m 个方程的左端.这样， 
我们用矩阵乘法就把线性方程组左端复杂的表达式变成简单明 
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了的形式了 .所以，从线性方程组的角度看，这样引入矩阵乘法和前 
面引入向 f 及其加法、数乘一样自然.如果把矩阵■换成上面矩阵 
B 的第 j 列 



那么 

a u b Xi + a 12 〜+ …+ a iH b Hi 

. „ + a 22^2j + •** + a 2” b ”j 

AB t = 


^- a m\ h \j + a mZ b 2j + — + a^b^. 

这就是说 M 乘 S 是把 A 按上述法則依次乘 S 的每个列，最后依次 
排列即得乘积矩阵 C . 

上面所定义的矩阵乘法有如下三个 要点： 

(1) 左边矩阵>1的列数必须等于右边矩阵 B 的行數才能相乘> 

(2) 乘积矩阵的行数等于左边矩阵的行数，其列数则等于右边 
矩阵的列數； 

(3) 乘法的法则是左边矩阵的第/行和右边矩阵的第 j •列的对 
应元素相乘再相加，就得到乘积矩阵 C 的第/行_/列元素 <：,>.即 




如果把>1的第： 行， B 的第 J 列单独 抽出来，就可以写成 



我们知道线性方程组可以表示为向量方程，现在其左端又表示 
为 AX ■，设3的列向量组是 a !， a 2 , —, a „, H'l 







AX = A \ _ = 4 - : r 2 a 2 + … + x n a„. 


ab j= A / = b \i a i + b n a 2 + … + 〜 a . 


因此，乘积矩阵(：的第个列向量组是 A 的列向量组 fll ， a 2 ，…， 《„的 
线性组合，组合的系數是丑的第）列的元素. 

矩阵乘法比较复杂，但极其有用.为了正确使用矩阵去处理各种 
问題，弄清其乘法的上述直观背景和上面指出的要点是至关重要的. 
矩阵乘法和数的乘法根本不同，下面两点是需要特别注 意的： 

(1) 矩阵乘法一般不能交换，即一般 A 5 关 

(2) 矩阵乘法没有消去揀，即由 AB = AC , A ^ O 并不能推出 
B = C . 


三、矩阵乘法的几何意义 


【内容提要】 

给定数域尺上的 mXn 矩阵 A ， 定义向量空间尺"到/ T 的映射 
如下： 

/a ： K H -^K m , 

X h—AX', 

亦即 f A ( X )= AX (^ LXeK n 看做 《 X 1 矩阵），我们有如下 事实： 

(1) 对任意尺"，有 
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f A (X + Y )= ACX + Y ) = AX + AY 
= f A (. X ) + f A CY ). 

(2) 对任意 XeK x 和 k € K ， 有 

f A ( kX ) = A { kX ) = kAX = kf A ( X ), 

即 八 是保持向量空间加法和數乘的对应关系的映射. 

如果4 是尺上 mXn 矩阵， S 是 K 上 nXs 矩阵，則我们有如下 
映 射困： . 



令•根据映射八与 / B 的乘法，对任意 xex ", 我们有 
( A / B )( x )= f 八 f B UO 、 = f A ( BX ) = A ( BX ) 

= CAB)X = f ^ CX ). 

因而八 八 = /^ = / c . 即矩阵乘法实际上是向 t 空间之间映射的乘 
法. 

评议在引言中我们曾说，研究一元高次代數方程时，數域之间 
保持加法、乘法对应关系的映射，即數域之间的同态映射是很重要 
的.本幸开始研究一个新的对象，即向量空间，它有两种 运算： 加法、 
数乘.很明显，研究向量空间之间保持加法、数乘对应关系的映射也 
是十分重要的.现在这种映射被矩阵的乘法具体地给出了 .从这一点 
出发，我们把两个矩阵 A , B 的乘法的直观几何意义也弄清了. 
这个思想在本课程中将起基本的作用. 

四、矩阵运算和秩的关系 

【内容提要】 

(1) 设 則 r04+fi)<rM)+r(B>. 

(2) 设4€此.,（尺），/6€尺，务关0，則 r (, kA )= r (. A '). 

(3) 设泌 

r(A) + rCB) - « < r(Afi) < min{r(A) ,r(B)}. 

评议到目前为止，我们关于矩阵的知识有两方面 ，一 是它的 
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秩，二是它们之间的加法、数乘和乘法运算，上面三条结论把这两类 
知识联系起来，从而使我们对这两方面知识的认识都深入一步.关于 
rC 4 B ) 的不等式是由 Sylvester 在1884年首先得到的. 

例 3.1 给定数域 / C 上两个矩阵 



它是把4的每一行向 M 逐次向上平移一行，而最后的行向量变成零 
向董. 

我们又有 



它把 A 的每个列向量向右平移一列，而将第1个列向量变成零向 
量. I 

评议此例给我们一个重要的提示，就是用一个特殊矩阵(例如 
上面的 J ) 去左乘或右乘一个矩阵可以把它的形状朝我们希望的 
方面变化.这是矩阵技巧的一个例子.利用矩阵技巧可以处理许多复 
杂而又艰难的问题.此例也 说明： 矩阵乘法是不满足交换律的. 

例 3. 2 设是数域尺上两个； jXn 矩阵且 = 又设 
C 是将 A,B 的行向量自上而下依次排列所得的 2nXn 矩阵，即 C = 










r 空间与矩阵 



r 04) + r ( i ?) ^ r ( C ) + r ( A 5). 

解 考査齐次线性方程组 AX = 0 与 fiX = 0, 它们的全部公共 
解向量恰为 CX = 0 的全部解向量.设 CX = 0 的一个基础解系是 
e 2 ，…， I ，这里 r = n - r ( C ). 按练习题 1. 2的第4题，它可分别扩充为 
■<4_^ = 0的一个基础解系 ei ，…， £,，％，…，7,和 BXsO 的 一 个基础解 
系 r + s =”一 rC 4)， r + t =”一 r ( B ). 线 
性组合 Al + w + al 是 = 0 的解向量，但当它非零时它不能是 
BX =0 的解向量，否则它就是两者的公共解向量，即 CX = 0 的解向 
量，从而〜71 +… + a ,7,= 幻— +^ r € r . 此时 <1^ +…+<*,7,^0,即 
…，〜不全为0,而这与 e , ，…， Ui ， …，％ 线性无关矛盾.由此可 
知向董组 

E l ， …， e r ，7 l ， …，7,， W l ，... ， 

线性无关，因若有 

走 i e i + …+ k r^r 4- aJi + …+ a,v, + + ― + b t 0 ), = 0 , 

则由 w + … + a , rj ,= — kA —… 一— … 一 b t ( o t 为 BX =0 的 
解向 ffl 推知 < ii 7 i + … + a ,7, = 0, 从而 ai =^"= a , = 0, 代入原式推知 
+ ••• +^ r e r +6, a », + ••• + b , aj , = 0 ，而这又推出 k x — •••= k r = b 1 = t " 
= 6 , = 0 . 

现在 e ! ，…， e r ，7 p .“，7,， w , ，•.•，《>,都是 ABX = BAX = 0 的解向 
量，它们又线性无关，故 r + s + i < n - r ( AB),BP 
(r + s ) + (r + t ) — r = n — r ( A ) + n — i ( B ) — (n — r ( C )) 
《n — r ( AB ), 

移项后得 r (/ lfi )+ r ( C )< r ( A )+ r CB ). | 

评议本题是关于矩阵的秩的不等式.直接研究 >1， fi ， C ， AS 的 
秩比较困难，但矩阵的秩与线性方程组的解之间有密切关系，因而将 
此题转化为齐次线性方程组 AX =0, BX =0 ,CX = 0, ABX =0 的解 
之间的关系，得到解决方法•这种把问题转化为另一类课题以寻求解 
决的途径的方法，是科研以至各种社会活动中常用的办法. 
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例 3. 3给定数域尺上维向童空间 K ” 内一个线性无关向量 
组％，&，…，7,，证明存在尺上—个齐次线性方程组以此向量组为— 
个基础解系. 

解 假设齐次线性方程组 AX = 0 以 rh ， V 2 , …，％为一基础解 
系，以 ，…， 7,为列向量排成 nXs 矩阵5,则 AS = 0, 两边取转 
置，得汉4 = 0,这表明 W 的列向 M , 即 A 的行向董都是齐次线性方 
程组 B ' X ^ O 的解向鲎.根据这一分析，我们得出本例的解法. 

设齐次线性方程组 B'X = 0 的一个基础解系是 ei ， e 2 ，…， 

•，则 n - r { B ')= r . 以它们为行向: i ： 组排成 rXn 矩阵 A ， 则 r ( A ) = 
r ， 我们有汉 A ' = 0, 即 AB =0, 故 B 的列向量组 m 是齐次 
线性方程组 = 0 的 s 个线性无关解向 M . 因为 

n — r(i4) = n — r = n— in — r(B ; )) 

== r(B) = 5 ， 

故 %，•••,7, 即为齐次线性方程组的一个基础 解系. ■ 

评议此例与上一例相反，是把线性方程组的问题转化为矩阵 
问题，利用矩阵转置的技巧找到了解法.这种把问题在不同领域来回 
转换的方法读者应当细心体会. 

例 3. 4设 

r (. A ) + r(B) - n ^ i ( AB ). 

解 这是前面阐述的一个基本不等式.在高等代数课程中大多 
已有证明，这里给出一个简单证法. 

设齐次线性方程组 BXtO 有一个基础解系 71 ，7 2 ，〜，％，将它扩 
充为齐次线性方程组 (ABXX = 0 的一个基础解系％，％，•••，％,%+,， 
我们首先证明向量组5心 +1 ，…， 57 〆 把7* +1 ，… ，公看做 sXl 
矩阵，作矩阵乘法，得到 „ X 1 矩阵，再看做 / T 中的向 M ) 的秩是 
r (5)- r ( AB 〉. 

设 <^57* +1 + … + ai - k Br ], = 0 ，那么 — + a /_*7 z ) = 0，即 

fl i 7 *+i + …是 5 X =0 的一个解向量.由此推知 a 1 7 » + i + …+ 
屮-*7，=厶 i 7 i +〜7 2 + …+办*7*.但是 7 i »•*•*7*»7*+ i »•••»?； 线性无关，故 
A =…= 〜_* = 0. 由此知 Brf t+l , ••• , Brj , 线性无关，其秩 =/ —A = 
( s - rG 45 ))_(s — r (5)) = r (5)_ rC 4 B 〉. 但 BiU + ” …， B % 都是齐 




第一幸向量空间与矩阵 


次线性方程组 AX = 0 的解向董，其秩 — r ( A)， 由此推出 
rCB')-rCAB')<n-r(,A'). | 

评议上面的推理表明，本例中的不等式本质上是齐次线性方 
程组 AX=0,BX=0,ABX=0 的解之间的关系. 

例 3. 5给定复数域 C 上 2 X2 矩阵集合 


U a ， 


卜， 


其中分别是 a ， 沒的共轭复数.证明 M 对矩阵加法，与实数的数 
乘以及矩阵乘法是封闭的. 

解 我们有- 


f a f a, y?,-] _ 

— 十— == 

• 一芦 aj L — ?! a ，」 L — 


a + a i Pi 


对任意 A € R ，有 


•a /?] r ka 


r ka 

kp 1 

■ 一 召 aJ L — 

ka ~ 

L - 兩） 

(h )」 


由此可知，对任意 H ，- A = (.-1)A^M. 

我们又有 

' « ^ir «i ^.1 r ⑽' -紙 + - 

■—异 ；」 L — 戽 4」 L — — a + a o ,- 

■ aa 、-卵 i a /3, + 

= - =- - € H . I 

( o/^i + ^ a ,) (««, — /??,). 

评议集合 H 内有两种运算 ：加法 、乘法(矩阵加法和 乘法） ，显 
然 

0 = 「° 0 leH, £ = P °]eH, 

Lo 0 」 Lo 1 」 


[:: M—; ^L ； ^ 





例 3. 6 续例3.5,取定 H 内四个矩阵 


[心]…[、]， 


其中 i = V ^ T 为虚单位.则我们有（对一个 nXn 矩阵令 
A A) 

I 2 = J 2 = K 2 =- E, IJ =-JI = K, 

JK =- KJ = I, KI =- IK = J. 

若设 a = a +6 i ，/9= c + di ， 则 


\ - 1 = aE + bl + cJ + dK. 
p a. 


如把五对应于实数 1 ，把对应于实数 a ，/对应于虚单位 i ，则 
aE + bl 对应于复数 a + bi , cE + dJ 对应于复数 c +出， 这时 
(.oE + bl ) + ( c £ + dl ) = (a + c)E + (6 + d ) I , 

(aE + bI)(cE + dl) = acE + adl + bcl + bdl 2 
=(ac - bd)E + (ad + bc)I. 

上面是矩阵的加法和乘法，但它实际上和复数加法、乘法一样.如果 
定义集合 

C = {aE + bl eM |a,6€R}, 

它里面有加法、乘法（矩阵加法、乘法），它关于其加法、乘法是封闭 
的，而且满足复数加法、乘法的九条运算法则.所以 C 实际上就是复 
数域 C ，而集合 /?=U£U6R }实际上是实数域 K (但它的加法、乘 
法是矩阵的加法、乘法 ).C( 即 C ) 是(即 K) 的扩充，而 1H1 则是 C 
(即 C) 的再扩充. 

如令 

A = aE — bl 一 cJ — dK , 

简单的计算得出 

AA = 'AA= (a 2 +b z -\-c z -\ - d 2 )E. 

( 当 c = d = 0 时 ， 4 = 相当于复数 a+bi,A = aE~bI 则相当 

于共轭复数 a— 况，此时 AA = (a 2 +b z )E 对应于复数乘法 (a+6i) U 
— 況） =a 2 +6 2 ) ， 显然，当 A^O 时， a 2 +6 2 +c 2 +d 2 关 0 ( 因 a ， b ， c，d 均 
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为实数且不全为 0 ) ， 令⑷ = a 2 + b 2 + c 2 + d 2 ,m 

i~iA\^) A = E ' 

现在 M 的加法、乘法运算，除了乘法不满足交换律之外，满足复 
数加法、乘法的其他八条运算法则.零矩阵对应于数0，£对应于数 

1，对每个非零元素是 Z 的“倒数”. | 

评议在数学的发展史上，数的概念经历了漫长的发展过程.首 
先人们研究整数的加法、乘法，由于乘法逆运算的需要，引入了有理 
数域.以后由于无理数逐渐被认识而进入实数域.实数可以看做平面 
上一根数轴上的点，于是很自然地把研究领域扩充到平面上的点.在 
平面取定直角坐标系后，一个坐标为 U ，6) 的点代表一个复数.复数 
有加法、乘法运算，这些运算满足九条运算法则.复数系的引入是数 
学上极大的成功，使许多难题得到破解.例如数域 / C 上一个 n 次代 
数方程的根都包含在复数系之内.由此，人们自然会想到，能不能把 
复数平面再扩充到整个空间，让空间中每一个点代表“新数系”的一 
个“数”.这个新数系当然也要有加法、乘法(作为复数加法、乘法的扩 
充），而且也要满足数的加法、乘法的九条运算法则.但是这样的梦想 
最后归于破灭，也就是说，这个新“数系”内根本无法定义加法、乘法 
使其满足九条运箅法则.但是,数学家们的努力并未终止.直到19世 
纪中叶，哈密顿经历十余年的苦苦思索，终于创立了四元数系，它里 
面也有加法、乘法，而且可以认为是复数加法、乘法的扩充，四元数的 
加法、乘法除了乘法不满足交换律外，满足其余八条运算法则.四元 
数系是复数系的再扩充，使人类对数的认识再前进一步.哈密顿的四 
元数系就是上面两例中阐述的 IHI . 但是当初哈密顿创立的四元数系 
中的元素及其加法、乘法是抽象定义的，我们这里则利用复数域中的 
2 X 2 矩阵及矩阵加法、乘法把它很具体地表现 出来. 从这里也可以 
体会到研究矩阵和它们的运算的意义了. 

- 五、 n 阶方阵 
【内容提要】 

數域尺上的 nXn 矩阵称为《阶方阵，尺上全体 / r 阶方阵所成 
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的集合记做两个 ri 阶方阵相加仍为 n 阶方阵，任意两个 n 
阶方阵都可相乘且乘积矩阵仍为 n 阶方阵.因此， ( 尺 ) 是一个集 
合，其中有加法、數乘和乘法，它们满足矩阵的有关运算法则.于是 
成为代数学的一个重要研究对象. 

评议从定义可知，不是任意两个矩阵都能相加或相乘，所以在 
深入研究矩阵运算时，我们应该研究一部分矩阵所成的集合，使在其 
中可以作加法、乘法，而且对加法、乘法它是封闭的.例 3. 5,3. 6中的 
H 是一个例子，而 A / 〆 /：) 也满足上述要求. 

另一方面， A 又决定了尺"到 / T 的保持向量加法和乘法对应关 
系的映射八.在引言中曾指出，研究一元高次方程的一个基本问题 
是研讨一个数域到自身的非零同态映射.由此可知，把>1对应于尺" 
到自身的 映射八 也有重要意义，它将是高等代数课程的主要研讨课 
题. 

n 阶方阵不是数，但我们要用某些数字来刻画它在某方面的特 
性.一 个;！ 阶方阵，其左上角到右下角的对角线称为主对角线.设 
A = U , 7 )€ M „ CK ), 考察其主对角线上元素之和 

tr(A) = + a 22 + …+ a„, 

tr(A) 称为方阵 4 的迹 .对尺，显然有 tr(A + 5) 
= tr(_<4)+tr(5) ， tr(A4) = 々 tr(A) • 若 4 = ， ii= (6 , 7 ) ，则 

tT(,AB) = 2( = S( = tr(5A). 

矩阵乘法非交换，但取迹时却可以交换次序.这就为处理许多问题提 
供了方便. 

下列两个;2阶方阵是很重 要的： 


"1 ' 


•d 、 

1 0 


0 

， D = 

d 2 

0 

1 - 


[o 


£„称为72阶单位矩阵（当不必标出其阶数时，简记为 £),£> 称为《 
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阶对角矩阵.它们之所以重要，是因为它们在矩阵乘法中扮演着特殊 
的角色 .五在 矩阵乘法中相当于1在数的乘法中的作用，用£左乘 
或右乘任何矩阵（当然是在符合矩阵乘法的要求时）都使它保持不 
动； 用£>左乘任一矩阵，相当于用 …，尤分别 乘该矩阵的第 

1，2,…，71行，用 D 右乘任一矩阵，則相当于用 d x , d 2 ，―, d n 分别乘 
该矩阵的第 l ,2^"， n 列（当然也是在符合矩阵乘法要求时）. 

考查如下《阶方阵 



它的特 点是： 第 i 行 j 列元素为1,其他元素都是 0， i _ = l ,2 r"，《d 
= 1,2, •••,«. K 上一个 m 阶方阵 显然可 表示为 

= 2 五" • 

/-I >-1 

由于这个原因，许多 n 阶方阵的问題可以归结为这《 2 个特殊的 n 阶 
方阵来处理. 

根据矩阵乘法，对 m 阶方阵£,;，我们有 



这就是说，用 m 阶方阵£ 0 左乘一个矩阵，其结果是把该矩阵 
的第_/行平移到第 i 行的位置，其他行一律变为零（当：•时，就是 
使该矩阵的第纟行保持不动，其他行变为 聿）. 而对 w 阶方阵 E .” 牧 
们有 
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这就是说，用 n 阶方阵£,，右乘一个 mX « 矩阵，其结果是把该矩阵 
第 ： •列平移到第•列位置上来，其他列一律变为零（当/=_;•时，就是 
使该矩阵第:•列保持不动，其他列变为零）. 

特别地，我们有下列重要 公式： 

Ei,Eu = lo , 若… • 

上面这些知识，对讨论矩阵乘法是很有用的.在例 3.1 中曾指 
出，用某些特殊矩阵去左乘或右乘一个矩阵，可以使它的形状朝我们 
希望的方向变化，上面就是一些新的例子. 

一个” 阶方阵 Z =( a , 7 )， 如果其主对角线上面元素全为零 ，即％ 
= 0( 当时），称为下三角矩阵，如果其主对角线下面元素全为 
零，即 a. v = 0( 当 j < i 时），称为上三角矩阵.如果即 <2.,=^, 
则称为对称矩阵.而当 = —即 a , v =_ a > ，称为反对称矩阵. 

1. 初等矩阵 

定义7!阶单位矩阵五经过一次初等行变换或初等列变换所得 
的矩阵称为 n 阶初等矩阵. 

下面把初等矩阵分为三种类型分别写出来. 

(1) 互换£的两行，得到的初等矩阵记为 (*,». 

显然，互换£的两列得到相同的结果. 

(2) 把£的第 t •行乘以 C 关 0( 这里 ce / O , 得到的初等矩阵记为 

PAc • i). 

显然，把 E 的第列乘以 f 得到相同的结果. 

(3) 把£的第 j 行加上第 i 行的 / fe 倍（这里々€尺），得到的初等 
矩阵记为 PAk • *•"•). 

命題给定數域 K 上 mXn 矩阵則有 

(1) P m (. i , j ) A 为互换4的*•，）两行 f AP , U ) 为互换4的 £,_/• 
两列. 

(2) P m ic • OA 为把 A 的第行乘以 cfChAPJc • 0为把 A 的 
第/ 列乘以 c 关 0. 

( 3) 尸 - U • I ， j ) 力为把 A 的第_；•行加上第：•行的 / fe 倍； 
APM • 为把>1的第_；•列加上第 t •列的 A 倍. 
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评议在§ 1讨论矩阵的秩时，我们用初等变换把它变成最简 
单的标准形.一个矩阵 A 作一次初等行变换变成另一矩阵5,这两 
者之间的关糸若能明确地用数学公式表示出来，对我们是很有用的. 
而这一点现在借助矩阵乘法实现了 .按上面命題，存在初等矩阵尸， 
使 B = PA. 同样，若 d 经初等列变换化为矩阵 C ， 则存在初等矩阵 
Q ，$ C = AQ ， 这又一次印证了前面的 说法： 可以按照我们的需要， 
用左乘、右乘某些矩阵来改变一个矩阵的形状. 

初等变换不改变矩阵的秩，因此 ，一 个矩阵左乘、右乘若千初等 
矩阵时其秩不变.若 4 是一个 n 阶方阵且 r (^)= w , S'J A 称为满秩 
方阵.满秩方阵的标准形是单位矩阵 E , A 经一系列初等行、列变换 
可以化为£，初等变换是可逆的，所以£也可经初等行、列变换化为 
于是 

A =…兑=…兑， 

即>1是若千初等矩阵的乘枳.初等矩阵形式很简单，用它左乘、右乘 
某矩阵直观意义已由上面命題给出，上面表达式将任意满秩方阵 A 
归结为若千初等矩阵，这是化絮为简的又一个范例. 

定义 给定数域 / C 上两个 mXn 矩阵凡若4经有限次初等 
行、列变换化为5,则称5与 A 相抵. 

容易看出，矩阵的相抵关系是集合 A ^.,00 内的一种等价关系. 

命题 给定数域 K 上两个 mX / i 矩阵 S ， 則下面论断互相等 
价： 

(1) 厶与 A 相抵； 

(2) r(B) = r(i4 ) ； 

(3) 存在 m 阶满秩方阵 P An 阶满秩方阵 Q ， 使 B = PAQ. 

2. 逆矩阵 

定义 设若存在 使 = ，則 

称 A 是可逆方阵，5称为它的一个逆 矩阵. 

一个方阵的逆矩阵如果存在，則是难一的，记做 A _1 . 

命埋 （1) 设 AeMJ / O , 則 A 可逆的充分必要条件是4是满 
秩的. 

(2) 设4,5是两个可逆 n 阶方阵，那 么有： 
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( i ) 4 _1 可逆且04 _1 ) _1 =山 

( ii ) AB 可逆，且 （ AB ) _1 = B _1 A _1 ; 

( iii ) A 可逆，且04，） _1 =04 _1 )，. 

评议 M ,(/0 内有加法、乘法运算.加法有逆运算，就是矩阵減 
法.那么乘法有没有逆运算呢？提出这个问題是很自然的.因为矩阵 
乘法和数的乘法已相去十万八千里，当然不能随便把数的乘法的知 
识照搬到矩阵上来.答案果然也印证了这一点，即矩阵乘法没有逆运 
算，所以不存在矩阵除法. 

但是，人们仍然想办法补救这个缺陷.数的除法的基本点是对每 
个非零的数6,存在倒数 j •，使•^■6=1，从而可以定义除法 

a - j ■.矩阵没有这样好的结果，但能不能退而求其次，即对某些非零 


方阵可以找到方阵 B ， 便 BA = AB = E 呢? 这就是上面定义的意 
思.命題给出了完满的答案，就是对满秩方阵这种5确实存在而 
且唯一.这里有几点要 注意： 

(1) 逆矩阵的概念仅是在方阵的范畴内考虑，对一般 mX / i 矩阵 
时）没有逆矩阵的概念（当然，也可以讨论它的广义逆矩阵，但 

意义已不相同）； 

(2) 不是任意非聿方阵都可逆，仅是满秩的方阵可逆； 

(3) 如可逆，其逆只能写成 A _1 ， 绝对不能写成与此相应 


的也绝对不可以写成会，因为矩阵乘法不满足交换律，一般说 


记号会无法区别这两者，不能随便套用数域中的 记号； 
(4) 只要方阵丑满足凡或 AB = E 之一，即可断言 B = A ~\ 


例 3.7 给定数域尺上 n 阶方阵 


0 

0 


1 0 
0 1 
0 0 


0 0 0 0 

-0 0 0 0 


0」 
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计算，. 

解根据例3.1，，: 
此依次推断，当60时 


M ••/是把， _1 每列向右平移一列，由 


当灸 时， •/* = (). | 

例 3.8 给定数 域尺上 《阶方阵 

■A 1 0 

A 1 


0 ^ 


计算 Y . 

解利用例 3. 7,我们有(注意^与任意矩阵相乘可交换次序） 
A k = ( A £ + J )*= 2 (^j ⑽卜 ■«/’ 


§(；) 




当 ;6< n 时， 

' A * 走 A *- 1 C 4 2 A *- 2 . 

/ 从卜 1 C * 2 A *~ 2 

A * AA *- 1 CU k ~ 2 


0 


C * 2 A *- 2 

W *' 1 

A * 




当时， 

A * kX '- 1 C ^* -2 . C : _1 广 " +r 

A * kX k ~ l CIA *" 2 : 

A * - 1 C * Z A *- 2 : 

参 • 

• • • 

.. ... . 

• • 

... •• ： 

0 ■•• •••. ... : 

•' ... c\k k - 2 

... 々 A *- 1 

. A * . 

其中 C * = ( l ) ^(々二 1 )，]^ — - 1 ) 是二项展开系数 . I 

评议上面两例都是利用了前面阐述的用特殊矩阵乘另一矩阵 
的技巧，不必做矩阵运算就可以推导出结果，所得出的结果在矩阵论 
中有重要应用. 

例 3.9 给定数域尺上《阶方阵 



求 A 的逆矩阵. 

解设 yr 1 = ( x ; p ，因为单位矩阵可表示为£= ( I )，这里 



若= j ， 
若* •— 




故有 





j = 1 ，2,…，”• 


对其增广矩阵依次作如下初等行变 换：将 2,3,…，72行加到第1 行; 
第1行乘^ PY 5; 将第 :行乘 （一 1) 力第 f +1 行’这里，1， 
n — 2,…，3,2;将第1行加到第3,4,…， n 行•得 




n(n + 1) - 

«(» + i ) + 心-心 

«(n + l) + 〜-〜 

2 

n(.n + 1) + S - li ~ d -~ 2i 
n(ntl) + H,. 


由上面第3,4,…， n 个方程解得 

〜 = 士[石^ + H)]， 







代回第 1 ， 2 个方程得 


i = 2,3，". ，n — 1. 


n\n + 1) ' n 


- 


(”一 l)x nJ = d 2j 


in — l)(n — 2) 丄 


+ 1 ) 


n S ^ +2 > 


■n 


从上面两方程解出 x ljt x H j. 如令 a = —《 2 — ；1 + 2,6=71 2 +» + 2 ，那么 

a b 2 2 — 2" 

2 a 6 2 … 2 

i = 1 2 2 a b - \ 

nHn + V : : 2 * 


评议本题就其解法而言，是规范性的方法，只是中间先设法解 
出： ^ ，： ! ： 3 ,^" ，： 1 ： 1| _ 1> ，再求； 1 ： 17 ，： 1 ： 1<7 稍有不同.这是充分运用了系数矩 
阵 4 的特性，这一点需在解题过程中细心观察 . 

例 3. 10 设 e*=e” ，这里是为任意整数 . 因为 e: = l ， 故 e * 是方 
程 x"-l = 0 的根，称为 n 次单位根.给定复数域上阶方阵 
_ 1 1 …1 ■ 

e i 4 … e . 


B= A 4 


f C 1 … C 1 」 

求的逆矩阵. 

解 Q = 1 的充分必要条件是 n 整除 L 因为 

x" -1 = (x - 1)(1 +x + x z -\ - h ， 1 )， 

因为 e 〗 = l .代入上式得 

, . ,, .. 卜，若” 整除是， 

lo , 若 n 不整除 A . 



令 
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C 的第；6行乘 S 的第）列: 


(l ， e,_* ， eXi) 





这里_/_=1，2,…， n;A = l ，2，•••，；!.显然 ， n 整除 w — 当且仅当走= 
太因此 CB 的 A 行 j 列元素为 

^ , = 1”， 若 k = j ， 

k tH ~ k+,= io, 若 k 竽 j. 

于是(丄 cj_e =£， 即 I 

\ n I n 

例 3. 11 给定数域尺上 n 个数 ai ， a 2 ，…，，下列 n 阶方阵 



称为循环矩阵•令 /(• r )=< z 1 + fl 2 l r + m + a „: r ” _1 . 若方程 /( x ) = 0 和 
• r " 一 1 = 0没有公共根，证明4可逆且仍为循环矩阵. 

解继续使用例 3. 10中的记号.我们有 




/(£*) = + a 2 e * + … + a . ej -1 , 

e */( e *) = ^« 4 - a〆* + … + a._ 1 ej _1 , 
«^/(e*) = a.-i + a n e k + — + , 


e I _ '/(€*) = a 2 + a 3 e* + … + a/r 1 . 


我们有 



… " 


… 

a 2 a Z 

… - 

/( e ,) 

/“ 2 ) 


« 2 /(€ 2 ) 


/(o 

£”/(«•) 


Ler'/Ce,) er 1 / ⑹ … er/d)- 

r/(e,) 

"1 1 - 1 1 

e 2 … /(e 2 ) 


Ur 1 c 1 … o 

- /(£,)- 

= BD. 

上面 Z ) 是一对角矩阵，这里用到前面指出的用对角矩阵右乘一矩阵 
的法则 ./ U )=0 与 / — 1 = 0无公共根，即 /( e 4 ) 尹0,由此易知£>为 
满秩《阶方阵，可逆，且 




向量空间与矩阵 


于是4=£1)54，_6，1)，5- 1 均可逆，它们的乘积4也可逆，且 
A~ x = BD ~ l B ~\ 

我们已求出 d -\ b ~ 1 = ^c. 于是矩阵 * •行 j 列元素是 or 1 也 
是对角矩阵，故 5ZT 1 立即算出） 

丄上 c 1 1 

n /( 9)，/(« 2 >，•••，/(>■)/ 

_I ■十 J* —gZ-l_L 十 C *~' A~i 

= 丄十 - 6 »~ ； . 

一 《 A fw 

因此， yr 1 的第 i , i +\ 个行向量分别是 



- A er +1 ) 

阳 ，…’ A 阳 ， A Too)' 

因为 C " = ei ， 故第: + 1 个行向世是把 第 :• 个行向量轮转一格得出 
的，即 yr 1 是循环矩阵 .I 

评议上面两例的解题过程有两点值得注意： 

(1) 充分利用 n 次单位根的特性； 

(2) 运用上面阐述的矩阵技巧，即选择适当特殊矩阵去左乘或 
右乘一矩阵，使其形状朝有利于解题的方向转化，特别是利用对角矩 
阵在矩阵乘法中的特性. 

例 3. 12 设 S 是数域 /C 上可逆 n 阶方阵，又设 



令 a = s + c / v '. 证明： 当关 o 时， a 可逆且 
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^ -1 = B — 1 - yCB ^ UyCV ' B - 1 ). 

解 注意一阶方阵(例如可当做普通数看待.我们有 
( b _, - yCB -^ CV ' B-'yjA 

= ( b _, - yCB -^ CV ' B-'yj (B + UV ") 

=E - ^CB- l U)V' + B~ l UV' - -^(B- 1 t/)(F , B- 1 )(f/V , ) 
=E - jiB^UV') + B-'UV' - 
=£ + ( 1 - y) (B^UV') - y(7 - 1)(B _1 [/F ，） 

=E + y (/- l )( B - l UV ') - jCr - DCB ^ UV ') 

=£• I 

评议本题给出计算逆矩阵的一个有用 方法： 当知道 B 的逆矩 
阵作“微小变动”得矩阵 A = B + UV '. 那么 Z 的逆矩阵 
即易于用题中公式算出. 

例 3. 13设4 1 ，次，".，息（/6>2)是数域尺上的《阶方阵且 
A x A t ^ A k = Q . 证明 

rC^l,) + r(A 2 ) + …+ r(^4*) ^ (k — 1)”. 

解 因的列向董组是齐次线性方程组 
的解向量组，因而 

r(i4*> ^ n — rMr-./lH). 

利用矩阵乘积秩的不等式，有 

r(A,—i4 4 _ 2 • A*.,) ^ r(A!—/i*_ 2 ) + r(y4*_,) — n 

> r( 々 ..U + r(i4*_ 2 ) + r(A*_!> — 2n 

> …… 

> r(A> + r(A 2 ) + … + r04*_ 2 ) + r(U 
-(k- 2)n. 


代回原式即得 
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r (/ l 1 ) + r (/ l 2 ) + …+ r (/!*_,) + T ( A k ) ^ (k — l ) w . | 

评议本例的结果可以用来处理许多矩阵秩的问题.如果 A 是 
—个 n 阶方阵且 A k = 0 , A 称为幂零矩阵.此时又如， 
若/ I 阶方阵 d 满足/=£，即 C 4+£) G 4 -£) = 0,那么 rG 4+£) + 
rC 4 — £)<«. 但利用矩阵加法与秩的关系，我们有 
n = r ( 2 E ) = r ((£ + A ) + iE — A )) 

< r(E + A ) + r (£ - A ) = r (£ + 4) + r{A - £) 

< »* 

故 rC 4+£)+ rG 4 — £)= n . 

例 3. 14 设是实数域上的 《 阶方阵，那 么有： 

(1) tr (儿4')>0且 tr (儿 V ) = 0 的充分必要条件是>1 = 0, 

(2) 如果儿_8是《阶对称矩阵，即4=儿玫，则 

tr ( MB ) 2 )< trM 2 5 2 ). 

解 （1) 设 4=( 化），简单的计算得 

trM ^)= SE 4， 

身晒1 »-1 

因为是 R 内方阵，故结论是显然的. 

(2) 令我们有 
0< tr ( CC ) = trUAB - BA){BA - AB )) 

= tr (( AB z ) A ) - tr (( BAB ) A ) - tr ( ABAB ) + tr ( B ( A 2 B )) 

= tr ( A 2 B 2 ) - tr ( ABAB ) - tr ( ABAB ) + tr ( A z B z ), 

由此得 tr (( A 8) 2 )< trG 4 2 fi 2 ). | 

评议方阵的迹是反映方阵特征的重要数据，它有一些有趣的 
性质，是处理问题时的有用工具.例如，上面解题过程就反复用到迹 
的基本 特性： 对任意方阵 Htr ( AB ) = trCBA ). 

六、 分块矩阵 

【内容提要】 

设4是数域 X 上的 mXn 矩阵， S 是尺上 nX / fe 矩阵，把它们按 
如下方式分割成 小块： 
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n\ n 2 



nA [. I .•… 

n 2 { 

.t ••… 


n t { 


k t 


即将 4 的行分割为 r 段，每段分别包含 m ,, m 2 ，…， m r 个行，又将 4 
的列分割为 s 段，每段分别包含心，^，…， n , 个列.于是4可用小块 
矩阵表示如下 


Az \ A 2 2 ••• 

A = 

• • • 

籲 《 參 

-Ar\ Ar2 … A n . 


( 1 ) 


其中为 m , X « y 矩阵.对做类似的分割，只是要求它的行的分割 
法和>1的列的分割法相同（列的分割法没有限制）. 于是 B 可表示为 


B n B u — B u ' 

B21 B22 ••• B21 


Un B l 2 … B a J 

其中是 ni Xkj 矩阵.这种分割法称为 矩阵的分块. 此时，设 

AB = C, 

则(：有如下分块 形式： 


fCn 


C12 



c = 


C21 


C22 


LC rl 


Cr 2 
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其中是 m , X 卜矩阵，且 

X 

Cn = 〉 ]AiiBij. 
i-i 

称数域 X 上的分块形 式的; 7阶方阵 


为准对角矩阵 ，其中 凡(》= 1，2，一，5)为；1, 阶方阵，且 叫+化+…十 
«,== n (除 A 的位置外，其他位置处全是小块零矩阵）. 
n 阶准对角矩阵有如下 性质： 

1) 对两个同类型的 n 阶准对角矩阵 


(其中八，5,(* = 1，2,“*，0同为”,阶方阵），有 


2 ) rM )= r ( yl 1 )+ r (_<4 2 ) + … + rM,)j 

3) A 可逆 <=> A(f = l ，2, …， s ) 都可逆，且 


评议矩阵乘法较复杂，然而它是强有力的數学工具.在一百多 
年的时间内，数学家们在矩阵理论中充分施展了他们的杰出才智，创 
造了许多令人惊叹的矩阵技巧，使许多难題迎刃而解.分块矩阵的运 
用便是其中最具代表性的一种. 

分块矩阵的乘法在形式上大致与普通矩阵相同，所以上面提到 
的普通矩阵乘法的一些技巧大多可平行推移到分块矩阵上来（例如 
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左乘或右乘初等矩阵相当于对矩阵作初等变换的方法就可推移到分 
块矩阵来），只是这时要 注意： 

(1) 对矩阵做分块乘法时，左边矩阵列的分割法必须与右边矩 
阵行的分割法相同> 

(2) 作小块矩阵乘法时，因矩阵乘法不满足交换律，故必须分清 
左右，不能随便调换左、右次序. 

例 3. 1 S 在 （1) 式的分块矩阵 A 中，设 A , 是一个 r 阶可逆方 
阵.试用一分块方阵左乘 A 把/行 j 列处的这个小块矩阵变成零 
矩阵. 

解按上面所说，先观察普通 mXn 矩阵 



设七,关0,那么，用 一 p 乘第1行加到第:•行就把原来~处消成零. 
a v 

因为初等行变换相当于左乘一初等矩阵，这个初等矩阵就是把 m 阶 
单位矩阵第1行乘一~加到第/行所得的方阵 

a M 



(空白处元素均为 0). 仿照上面的办法，考査下列分块矩阵 
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r e 


p = - A … E 


(空白处为小块零矩阵），其中尸的列的分割和4的行的分割方法相 
同，因为主对角线上都是小块单位矩阵（阶数可能不全相同），所以 P 
的行的分割方法与列的分割方法相同，从而与 A 的行分割方法相 
同.现在是用尸左乘 A ， 因而 P 的第行第1个小块应当写成 
—八 而不能是一如果是右乘 z 就应是一直接 
验证可知尸4在:行_；_列处的小块变为零矩阵 .I 

评议在处理许多矩阵问题时常需要把其中某一小块地方化为 
零，这称为在矩阵中“打洞”.此例就是在矩阵中打洞的一种方法，它 
是从普通矩阵的初等变换演化过来的.如果把尸具体写出来，它是 
主对角线上元素全为1的下三角矩阵，用行初等变换消去主对线下 
的非零元素后得到单位矩阵，故 Z 5 满秩，从而是一个可逆方阵. 

例 3. 16给定数域 K 上的分块矩阵 

A C _ 

OB」’ 

其中4为 mXn 矩阵，为 kXl 矩阵.则 

r (. A ) + r(B) < r(M). 

解设 Z 在初等变换下的标准形为 
[E r 01 

A = » r = r(yl) j 

L 0 OJ 

又设 S 在初等变换下的标准形为 

[ E , on 

A = » i 

Lo oJ 

那么，对 M 前 m 行前 n 列作初等变换，对它的后 A 行后/ 列也作初 
等变换可把 M 化为 




"A c,i 

. o d 2 J' 


现在利用左上角的 1 经列初等变换消去它右边 C , 位置中的非零 
元素；再用1) 2 左上角的1经行初等变换消去它上面 C , 处的非零元 
素，于是把再化作 

E r 0 0 0" 

0 0 0 c 2 

m 2 = 「 . 

0 0 £, 0 

.0 0 0 0 . 

则有 

r(Af)= r(A/,) = r(M 2 ) = r + s + r(C 2 ) ^ r + s 
= rU) +r(fi). I 

评议上述结果立即推出类似的 命题： 给定数域尺上的分块 


'A 0' 
.C B1 


t(,A) +r(5)<r(AT). 


证因为 


A' C'l 
0 F」. 


按上面例题有 

r(N) = r(,N') > r04 ，） + r(.B') = t(A) + r(B). | 

例 3.17 设 A 是数域尺上的 mXn 矩阵，是 K 上的 nXife 矩 
阵, C 是尺 上的矩阵，则 

riAB ) 4- r ( BC ) < t { ABC ) + r (5). 

解令 

「仙 0 1 

M = • 

B BC 」 

则由例 3.16 有 r ( AB )+ rCBC )< r ( Af ). 但 
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卜一 

^1 

•AB 0 "!「•£*- C _ 

L 0 £,」 

• B ficJL 0 E,. 


'0 

- ABC1 

= 


= N. 


-B 

0 J 


显然有 

r(N) = r(B) + r(— ABC) = r(ASC) + r(_S). 
又 


'E m - A 
- 0 E n 


'E k -Cl 
- 0 £, 」 


分别为满秩 m + n 阶方阵及满秩 k + s 阶方阵，按前面指出的相抵矩 
阵的基本命题，立即推出 r(AO = r ( M ). 故 

r(ABC) + r(B) = r(N) = r(M) > riAB) + r(BC). | 

评议此例仿照例 3. 15的办法，把 M 的第2行左乘 （一4) 加到 
第1行，再把第1列右乘 (_ C ) 加到第2列，这就相当于左乘、右乘特 
殊满秩分块方阵得出 iV . 又因一个矩阵左乘、右乘满秩方阵其秩不 
变，故 r ( M )= r ( AO . 

此例中的不等式称为弗罗贝尼乌斯 ( Frobenius ) 不等式. 

例 3. 18设4，万是数域尺上的 mXn 矩阵，则 


r(A 


B) + 


[A1 

Lb 」- 似) 


— r(S) <rG4 + B )， 


(其中 G 4 S ) 不是 A 乘 B ，而是并列的分块矩阵). 
解考査分块矩阵乘积 



01 

= (A 

B-i 


B ), 




a ， 

= A + B. 



现令 




评议此例使用分块矩阵乘法和例 3. 16,3. 17, 简捷地给出 4 
+ B 的秩的下界.从表面上看，例 3. 17 是矩阵乘法的秩，似与本例无 
关.但应用分块矩阵我们把加法变成 乘法： 

[\4 Ol[E n ~\ 

问题得以迎刃而解. 

例 3. 19给定实数域上《阶分块方阵 

, [A ^2~\ 

A = , 

L 0 A Z J 

其中 A 为^阶方阵.如果儿 A 可交换，即九 4'= A ' A ， 证明 A 2 = 0. 
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解按题中的条件，我们有 


"A A' 

'a[ 0 ' 

i4ji4j + A 2 ^2 


• o a 3 . 

,a\ a' 3 . 

一 ■ A 3 A r 2 

A 3 Al 


A'A 


AA' 

L 0 A, 

'A[ 0 lrA 1 A 2 1 rA[A t A[A Z 

lA' 2 A'J'- 0 A 3 J IA! z A x 次木 + i 4; A 3 」 

由此推知 A 1 A[+A 2 A' 2 = A[A 1 . 利用例 3.14, 有 

tr (■/!〆;）+ tr(A 2 i4;) = tr(i4 ， ,i4 1 ) = trM〆 ;）， 

因而 trCVl ' 2 ) = 0 .因 为次为 实方阵，故木= 0. I 

评议本题是要证明当 4 与，可交换时， A 为准对角矩阵.如 
果用矩阵运算来证明，比较困难.上面巧妙地利用了迹的性质，即 
trCV ^ htrCVll ), 得出简单的证明方法.这里体现了迹的重要作 
用. 


练习題 1. 3 


计算矩阵乘积 
■4 


931[*7 3' 

-126 儿 2 1」. 


2.求 


-1 

L3 -2- 
3. 求出所有与 


-28 

38 — 126JL2 

， 3,…. 


'0 10 0 ' 
0 0 10 

0 0 0 1 

-0 0 0 0 - 


可交换的数域 / C 上四阶方阵. 
4. 求下列矩阵的逆 矩阵: 





0 


a 


0 0 ： **. 1 a 

Lo 0 0 — 0 1 - 

5 . 设 Z 是数域尺上的 n 阶方阵且 A 2 = A . 证明 

r ⑷ + r(A - E ) = n . 

6. 给定数域尺上 《 阶对角矩阵 

「 Al 

0 

A , 

D = . (A, =5^ A ; ). 

0 

>0 

证明上与 D 可交换的 《 阶方阵必为对角矩阵. 

7. 证明数 域尺上 ”阶下(上)三角矩阵可逆的充分必要条件是 
其主对角线上元素均不为 0. 

8. 设 n 为偶数，证明存在实数域上《阶方阵 X ，使/ =-£. 

9. 证明： 不存在数域尺上《阶方阵使 = 

10. 设分别是数域 K 上 mX ” 矩阵和 « Xs 矩阵•令 AB ^ 
C . 若 r ( A ) = n . 又设 B 的列向童组式名， ••.，/?, 的一个极大线性无 
关部分组是/?.,,&，•••，&•试求 C 的列向董组的一个极大线性无关 
部分组. 

11. 证明下列 命题： 

设分别是数域 K 上的 m Xn 矩阵和 nXm 矩阵.如果 
= £„，证明 r ( A )= r ( B ). 
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§1行列式的定义、性质和计算方法 


一、 行列式的定义 


【内容提要】 

给定4€财《(尺），我们用 z(i) 表示划去 a 的第I •行和第_/列后 
所利的 n-i 阶方降.因此， 

定义设(尺），定义 
det ( yl ) = an. 


设在集合紙- 〆/：)内 A 数 detM) 已经定义.那么，对 


A = 


«11 

a 12 

… Cl\n 

a 21 

a 22 

… ClZn 

• 

: 

2 

« 歸】 


… Qfm 


€ M k CK), 


定义 


det(/l)= a n det/U|) — a 12 deM(!) + …+ ( — l)" +1 a ln deM(i) 


=^] ( — 1)* +I ai*deti4(i). 

*=i 

detG4) 称为方阵 A 的行列式，或简称 n 阶行列式.它是尺中一个数. 
现在通行用以下记号表示行列式 


det(A) = 1 


a„ a 12 ••• 

a 22 •- 

• • 

• • 

• • 

^nl ^n2 … 


d\n 

^2n 


detA(i) 称为 A 中元 素如的 余子式，而 4 = ( 一 1 y +j detA {)) ，則称为 
如的 代数余 子式. 我们有如下一般公式 
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*■1 ' 0 9 若 z 7; 

A 4 \\ M , 若:，=>， 

§以叫 0 ,若,〜 . 

给定前 n 个自然數的一个排列在此排列中，如有一个 
较大的数排在一个比它小的數前面，則称为一个反序.排列 
中包含的反序的总数记做 NO , i 2 -».). 

定理数域尺上的《阶行列式有如下完全展开式 


. 在此排列中，如有一个 


a Z\ a 22 


|a.i a«2 **• a m | 






其中》‘山 》 是前 n 个自然数1，2,…， n 的一个排列，和号2表示对 
所有可能的这种排列求和. 

评议 行列式理论在17到18世纪已经产生并被详细研究 .首 
先，当时已认识到二元一次取立方程组 

卜 n: + a l2 y = 6,, 

\a 21 x + a 22i y = 

当 a u fl 22 — ai 2 a 2 i 尹 0 时，它有唯一解，其解可表示成 
b' dn b\ 

^2 a 22 a 2\ b 2 


a u a 12 
a 2\ a 22 


|a u fliz 


由此，二阶行列式很自然地产生了.以后人们发現对三元一次联立方 
程组也有完全平行的公式，当然，使用的是三阶行列式.在18世纪 
时，数学家们热衷于寻找代数方程的求根公式，二、三元一次联立方 
程组的解用二、三阶行列式表示就是这类方程的“求根公式”，因而受 
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到重视.经过许多人的努力，将二、三阶行列式推广到”阶行列式，并 
用它给出了 72个未知量 n 个方程的线性方程组解的一般公式•但是 
人们也很快就发现，行列式不单对线性方程组有用，而且在许多与线 
性方程组不相千的领域也是有用的工具，例如在几何学中它被用来 
表示空间中一个平行六面体的有向体积等等.最后人们认识到，行列 
式其实是描述 n 阶方阵某种特性的一个数 （而” 阶方阵則可用来描 
述多种事物，不一定限于线性方 程组〉 ，思路大大开阔了. 

矩阵是较复杂的研究对象，我们必须用某些數芋来描述它的特 
性.例如前面用秩来描述一个 mXn 矩阵的特性，又用迹来描述一个 
r> 阶方阵的特性，现在又用行列式来描述一个《阶方阵的特性•这种 
思想■有必要归纳总结成为更一般的理论，它能使我们对行列式的本 
质有更透彻的理解.下面我们来讨论这个课題. 

从 A/„(K) 到数域 K 的一个映射 

/: M k (K)-*K 

称为定义在 A/,(K) 上的一 个数置 函数. 这就是让 A ■上每个”阶方阵 
•<4 对应于尺内一个唯一确定的数 /(Z)， 例如 f ( A ) = r ( A ), g (. A ') = 
trOU，detG4)= Ml 等等都是定义在(尺）上的数量函数. 

当然，不是所有定义在上的 数量* 数都有研究价值，下 
面讨论的是一类有价值的數量函数. 

为了使下面的阐述较为简明、清楚，我们将使用一些特定的记 
号•设4是数域 K 上一个 n 阶方阵，其行向量组为(写成 
横排形式），列向量组为 A ， 爲，… ，尽（写成竖列形 式）， 我们根据行文 
的需要把 A 写成 


r«. 


A = 


a 2 

-«n- 


或 A = [A，A，“. ，/^]. 


如果我们只研究4的第 i 行或第_/列，就写 


A = 




或 A =( … ，沁， …）， 
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把不讨论的行（列）用省略号代替.于是似“尺彡上一个数量函数 
/ C 4) 可以写成 



以及 /( A ) =/( A ， 床，或 /( …，久，…）. 

定义设/是定义在(尺）上的一个數量函数，满足如下条 
件： 对尺"中任意向量々，々，…， 《,， a (写成橫排形式）以及尺中任意 
数 <6,都有 



(这里 i = l,2,-,n) ，則称/为 M»(/0 上一个行线 性函数 • 

设犮是定义在 MJ/O 上一个数量函數，满足如下 条件： 对 /C” 
中任意向量 A， 爲 ，…，/?•，沒(写成竖列形式）以及尺中任意数I都有 
g( 卩 1 ，…，卩 j + fit — yfim) 

= g (■卩1，."，玲 ”…， m g < A ， …，卩，…，扎）， 

犮(芦”…，咕，… ’ A ) = kgd，：. ，… D 
(这里 j = l ，2, …，”），則称发为 M,(#0 上一个列线 性函数 • 

如果 / C 4) 是(尺）上的行线性函数，那么对任意 k , ieK 都有 



反之，若 MJ / O 上一个数量函數满足上面的条件，只要分别令々=/ 
=1及/=0代入，即知它满足行线性函数的条件.同样，若贫 ( A ) 为 
M „ (尺）上列线性函数，那么 
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g( …， kPj + /#，•••）= kg (…， fi ” …） + lg (…， P ， … 

同样， AA (尺）上一个数量函數如果满足上述条件，則它是一个列线 
性函数. 

如果 M n ( X )(«>2) 上一个列线性函数/满足如下条件：当 
M /尺） 有两列元素相同时，必有 /( A ) = 0, 则称/为反对称列线性 
函数.容易证明， M „( ZO 上一个列线性*數是反对称的，当且仅当对 
一切不满秩 n 阶方阵都有 /( A )=0. 

定义 设/是对„(/0上一个列线性函數且满足如下 条件： 

(1) 如果且 r ( A )<”， 則 f ( A ) = 0； 

(2) 对 M „( K ) 内单位矩阵£,/(£) = 1， 

則称/为 紙 (尺)上一个 行列式函数. 

我们 证明： M «0 O 上唯一的行列式函数就是前面定义的数量函 
数 det(A). 这就把前面用一大堆复杂式子定义的行列式 det(A) 的 
实质很简单明了地讲清楚了. 

二、行列式的性质 

【内容提要】 

性质 1行列互换，行列式的值不变，亦即 

性质2两行（列）互换，行列式值变号. 

性质3若行列式中某行（列）每个元素分为两个數之和（即某 
行（列）向量为两向量之和），则该行列式可关于该行（列）拆开成两个 
行列式之和.拆开时其他各行（列）均保持不动. 

性质 4行列式中某行（列）有公因子时， A 可提出行列式 
外. 

性质5把行列式的第）行（列）加上第 /行 （列）的々倍后，其值 
不变. 

性质 6 —个；！阶方阵4不满秩（即 r (4)<«) 时，其行列式为 
0. 特别地，如果 A 有两行（列）元素相同时，丨= 0;或 A 有一行 
(列）元素全为0时， U |=0. 

评议上述六条是处理行列式的基本工具.初学者在这里最常 
犯的错误是把 n 阶方阵和它的行列式混淆，把行列式的六条性质和 
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矩阵加法、数乘以及初等行、列变换混淆.必须 记住： 矩阵不是数而 
行列式是尺内一个数，两者是完全不同的.两个 n 阶方阵可以相加， 
但 | 丨 I + |_ S I ，又如 | iL 4 丨7^ 丨，实际上丨 IA | . 行 

列式有一行（列）是两个向量的线性组合时，可以把行列式按该行 
(列）拆开，这是因为它是行、列线性函数.在对某行（列）拆开时其他 
行（列）都保持不动，和矩阵相加或数乘时所有行（列）都变动是不同 
的.又如，把行列式某行（列）乘以尺内非零数 c 时，行列式外必须同 
时乘+其值才保持不变. 

但是上面性质2,4,5确实与矩阵的初等变换有某种类似之处. 
我们可以用初等变换把矩阵化简（例如化成阶梯形或标准形），我们 
也可以利用这三条性质化简一个行列式，使其值易于计算.这里用到 
一个基本 事实： 一个上（下）三角矩阵的行列式等于其主对角线上元 
素连乘积 



例 1.1 计算下列行列式 的值: 



I 2 8-7-10| 

解利用行列式性质 2,4,5 把它化为阶梯形，再利用上面公式 
计箅出它的值.步骤如下： 

| 1-9 13 7 

5-1 3 


I 川 =— 


2 


8 


5 _ 5 

7—10 
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0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 


- 9 
-13 

26 

26 

— 9 
-13 

0 

0 


13 

7 

25 

17 

— 34 

-26 

-33 

-24 


13 

7 


1 

- 9 

13 

7 

25 

17 


0 

-13 

25 

17 

16 

8 

- 

0 

0 

16 

8 

3 

2 

17 

10 


0 

0 

0 


=-(-13) • 16 •音= 312. | 


例 1.2 计算下列行 列式: 



解通过观察发现此行列式第2,3,4列元素之和为0,故利用 
性质5,把其第2,3,4行的1倍加到第1行，再利用行列式定义，得 


4 

0 

0 

0 

1 . 








1 

—1 

一 1 

1 

1 

- 1 

-1 









= 4| 

-1 

1 

— 1 

1 

-1 

1 

- 1 










-1 

一 1 

1 

1 

-1 

— 1 

1 

1 




然后对右边三阶行列式应用例 1. 1的方法，得 


1 

一 1 

- 1 


1 

-1 

-1 

0 

0 

- 2 

= 一 4 

0 

- 2 

0 

0 

- 2 

0 


0 

0 

- 2 


=— 4 • (― 2) • (— 2) =—16. | 

评议以上两例给出了计算数字行列式的行之有效的办法.做 
这类题，先观察它有无特点，想法利用行列式的性质把它化简，然后 
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利用性质2,4,5逐步把它化为阶梯形. 

三、行列式的计算方法 
【内容提要】 

阶数不高的數字行列式总可用例1.1、例 1.2 提供的办法计算. 
对于 n 阶行列式，其值的计算较复杂，也没有固定有效的办法.完全 
要随机应变，根据问題的特点，具体分析，寻找解决方法.行列式理论 
已有200年历史，在这样漫长的时间内，对计算行列式积累了丰富的 
经验.下面介绍几种典型的计舁 n 阶行列式的方法. 

1. 化行列式为上三角形或下三角形 
例 1.3 计箅行列式 

1 2 3 . n — \ n 

n 1 2 . n — 2 n — 1 

Ml = n — 1 n 1 . n — 3 ”一 2 

• • • • 

• • • 參參 

• • • • • 

2 3 4 . n 1 

解行列式每一列都是前 n 个自然数组成，仅是排列次序不同. 
为利用这个特点，将第 2,3 r ", n 行各乘1加到第1行，然后提出第 
1行的公因子 + n(n + l ) ，得 


Ml = + 1) n — 1 n 1 . n — 3 n — 2 

• • • • • 

• • • •争 

2 3 4 . n 1 

现在右边行列式第〖行和第 /+ i 行大部分数字都相差1，为利用这 
个特点，把第 i 行乘 (一1) 加到第 * + 1 行,这时:…，2, 
即自下而上进行(如果先把第2行乘（一 1) 加到第3行，则第3行已 
变化，不能再用它化简第4行).现在行列式变为 
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=(- 1)" +1 jn-Hn + 1 ). | 

评议 上面我们没有把原行列式化为三角形，但把化简后的行 
列式对第 n 列展开后，就变成两个上三角形行列式了. 

2. 降阶法 

将行列式化为阶数较低的同类型行列式，然后利用数学归纳法 
导出它的值. 

例 1.4 证明范德蒙德 ( Vandermonde ) 行列式 
1 1 … 1 

a\ a 2 … a n 

\A\ = a\ a\ … W = II (a. — a>). 

• • • 



解采用数学归纳法.当 n ==2 时，有 
1 1 

= a 2 — a lt 

a \ a 2 

命题成立.设对 n _ l 阶范德蒙德行列式命题成立，证明对 n 阶范德 
蒙德行列式 | A |， 命题也成立. 

在 M 丨中将第 n 行减去第 71-1 行的^倍，第 77— 1行又减去第 
n - 2 行的 ai 倍，….即由下而上依次把每一行减去它上面一行的 
倍，有 

11 1 … 1 
0 a z — a ! a 3 — a x … a n — a x 

| i 4|= 0 a \ - a x a 2 a | — a , a 3 … a \ — a r a H 

• • • • 

• • • • 

0 ar 1 - a.ar 2 a n 3 ~ X - a x a%~ 2 - a：" 1 - a x aT l 

fl 2 — ai a 3 — … a n — a x 

a 2 ( a 2 — a ,) a 3 ( a 3 — a x ) … a n { a n — a x ) 

aT 2 (,a 2 — ai) a3~ z (a 3 ~ai) ― a ； _z (a n — «i) 
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= (fl 2 — 4)(03 — fli) … （A — a x ) 


a\ a\ 


al 


\ar 2 <* r z - a：- 

最后得到的是一个 n — l 阶范德蒙德行列式.根据归纳假设，它等于 
所有可能的差 


(a. - aj) (2 

的连乘积.而包含 ai 的差 a ;— ai ( i '==2,3, …， n ) 全在前面的因子中出 
现了，因之，命题对 n 阶范德蒙德行列式也成立. ■ 

评议本例是把结果明确写出，然后给以证明.但是这个结果是 
怎样得出的呢？这就是数学中研究问题使用的基本 方法： 先弄清较 
简单的具体情况，再从中找出其一般的规律.在本例中是先计算二、 
三阶范德蒙德行列式，从它们的表达式猜测到所要证明的结果. 
显然， IA | 关0的充分必要条件是 q , a 2 ,-, a „ 两两不等. 


例 1.5 给定数域尺上 n 阶方阵 

'x+y xy 0 . 0 ■ 

1 jH- 夕 xy 0 . 0 

0 1 a^-y xy 0 . 0 


0 . 0 1 x+yi 


试计算的行列式. 

解当 71 = 1 时，丨 SJT + Jf ; 

当 w = 2 时， \ A 2 \ = ( x + yy — xy = x z + ay + y 2 . 
对把按第1列展开，得 
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I A * I =(工 + y ) I - <4 --i I —巧 I 儿 -2 1 • 

故 

|A 3 |= (,x + y)\A 2 \ — xy\A x \ 

= x 3 + x z y + xy 2 -|- y 3 . 

从 |，|4 2 丨， IA 3 1 的上述表达式立即可以 猜想： 

\A n \ = x- + x-^ + x" - y + … + xy— 1 + y. 

下面使用数学归纳法.设命题当 n ^ k 时成立，则当 n=k + l 时，有 

M *+1 1 = (工 + _ y ) |儿丨一 xy \ A k -^ I 

= (x + y)(x* + : c^jy + … + Jr/-' + /) 

— xyi^- 1 4 - ^~ 2 y H - h J ： y- 2 + y _1 ) 

=x* +1 + x\y — h jy + y +i . 

即命题当 n=k + l 也成立，于是猜想成立.写成较简明的形式，就是 
| u - +1 — y +1 )/u — >>)，当 x 尹 ： y 时， 

" l(n + l ) x ", 当 >r = 时. 

评议本例中的矩阵称为三对角矩阵.它具有一定代表性，即让 
x，：y 取各种不同的值，我们得到一系列行列式的值. 

3. 分拆法 

利用行列式函数是行线性和列线性的性质，将一个行列式按某 
一行或某一列拆开成两个或多个行列式之和，再分别计算各行列式 
的值. 

例 1.6 计算如下 n 阶行列式 

a b b … b 

c a b … b 

D n = c c a ••• : . 

: ••••••* 

c ••• ••• C Cl 

解这个行列式的特点是，主对角线上元素都是 a ， 其上半元素 
都是6,其下半元素都是把第一行写成两向量 之和： 

(,a,b,b,"' ,b) = {a — 办， 0,… ,0) + (b ， b ， … ， b ) ， 

那么，按行列式的性质得 
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a — b 0 0 … 0 


b b b … b 

c a b … b 


c a b … b 

: •• •• \ 

+ 

: : 

: ••••.. b 


I •••••• b 

c . c a 


c . c a 




= (a — 6)D«_, + b(a — c)" -1 . 

D n 行列互换，其值不变 . 但行列互换实即 6 与 c 互换，于是我们 

又有 

D n = (a — c)D n - x + c(,a — b)"~K 
当 b^c 时，由上两式消去，得 


n 一 b( ' a ~ c )" — c(a — by 
Dn= b^c 


当 6=^ 时，有 

D„= (a — b)D n -i + bia — 6)* -1 
=(a - byD n . 2 + 2b{a - 6)"-' 

=(« - b) 3 D M - 3 + 36 (a - by -1 


=(a - b') n ~ l D l + (w — l)6(a - b) H ~ l 










行列式的定义、性质和计算方法 


= (a- by 4- nb(a — b) n ~\ | 


评议本例也用到了降阶的方法，但不是利用数学归纳法，而是 
针对其元素分布的特点：主对角线上半边都是 乂下半 边都是 c ， 巧妙 
地使用行列式行列互换其值不变的性质，通过解方程组找到 A 的 
值. 

4. 加边法 

把行列式加上一行一列，使其阶数加1但值不变.所加上的行 
(或列）可用来化简行列式. 

例 1.7 给定数域尺内非零数 fll ， a 2 ，…,^，计算行列式 



0 1 1 


为什么加上全由1组成的第1行呢?这就是因为中各行基本上都 
由1组成，加上全是1的一行，然后把它乘（_1)加到其他行，就把绝 
大多数元素都消成0,行列式就大大简化了.于是 
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现在把第2,3,…， 《 + 1 行乘（_1)加到第1行，行列式变成下三角 
形，其值立即算出： 


D h = aia 2 —a,( 1 + 2 • ■ 

' I-I 1 

评议使用这办法计算行列式时要掌握两个原则： （1) 加边行 
列式的值与原行列式的值是什么关系要清楚明白； （2) 加上去的行 
(或列）有助于化简行列式.如果问题较复杂，究竟如何加边，可能要 
反复尝试才能找到妥善办法. 

5. 递推法 

首先导出《阶行列式和较低阶同类型行列式之间的关系式，然 
后利用此关系式由低阶逐次递推以求得答案. 

例 1.8 给定数域 K 上 n 阶方阵 




0 0 
A 0 
1 A 
0 ... 


0 a„ 

0 a ,_ 

: a,— 
0 : 

0 - 1 A + 


求丄的行列式. 

解把 IAJ 按第1行展开，得 
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0 

0 

0 

A 

-1 


|i4 2 丨= ^l-^i I + a:， 

其中 | I = \ X + ai \ = A +«,. 我们发现上面 n -1 个等式右端的 IA I 
比等式左端的 IA I 前面多乘一个因子 A . 为了消去两边都有的 U , 丨， 
我们应依次以 A 的方幂乘上面等式两端，得 
l-AJ = AIU + a ,， 

^IA-.I =A 2 M- 2 I + 
a 2 M.- 2 I =a 3 m._ 3 | + 〜 _ 2 A 2 ， 


A" -3 M 3 1 =X n ~ 2 \A 2 \ +M - 3 ， 

X- 2 \A 2 \ = X- 1 \A, \ + a 2 X n ~\ 

上面等式左、右两端各有相同的项，只是不在同一个等式中.但我们 
把这些等式从上至下连加起来，就解决了这个不足之处.消掉两边共 
同的项，即得 

1 次 | + a 2 A"- 2 + 3 + …+ + a. 
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行列式 


= A" + axA " -1 + a 2 A" 一 2 + … + + a n . | 

评议此题也可先计算 | 丨 ， | A 2 丨 ， 丨 ， 由之立即猜想到上面 
的结果，然后用数学归纳法加以证明.但上面的证法是根据问题的具 
体特性，想法加以利用，也是富有启发性的. 

应用递推法计算行列式的一个难点是如何利用递推公式.这里 
介绍一个有一定普遍意义的方法.设对《阶行列式已导出 公式： 
D n = aD n _ x + bD n _ 2 + C H , 

这里是与 n 无关的常数（例如上例 a = X,b = 0 \ 设二次方程 
X 2 — ax — 6=0的两根为 a ，/?， 则 b =— a 尽 ， a = a + P . 代入递推公式得 
A •- = ^CA-1 - + C n , 

£>•-1 — oD h _ 2 = fi(.D H _ z — aD n _ 3 ) -f C ._!， 


D 3 — aD z = PWz — aD,) + C 3 . 

按照上例的方法，两边乘#的方幂再连加可得 
D n - = r\D 2 - aD x ) + 

1-0 

如果6=0,那么可取 a =0 .上式已给出 £)» 的值.下面设6关0.由 
于4 地位是平等的，所以也应有 

d „- /?£>-, = a - 2 ( D 2 - /? a ) + 

若由上面两式解得 

• D n = j^- a ( r\D 2 - aA) - a-\D z -陶 
若则有 

Dn = «£>._, + d„ (d m = a-\D 2 - «A) + ) ， 

«-0 

D n - X = «Z) B - 2 + d n _ x [d n _ x = ，- 3 (A — 《 A) + 一 〆 ) ， 

1-0 
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同上面一样，两边乘《的方幂再连加即得 
D m = «"- 2 A + 

i-O 

四、分块矩阵的行列式 

例 1.9 给定数域 K 上分块 n 阶方阵 

[A C 1 
M = , 

Lo fl 」 

其中 Z 为 A 阶方阵.则 | A /| = | A | • \ B \. 

解对 A 作数学归纳法.当 A = 1 时对第1列展开： 
a n C 
0 B 

现设对 A 为 A 阶方阵时命题成立，当 Z 为 A + 1 阶方阵时，把 | M | 按 
第1列 展开： 


Iu | B | - \ A \ • \ B \. 


注意到 


按归纳假设，有 


\M\ = 文 ( 一 l)* + 1 aiI |M(l)|. 

i 

► * 

• J 


Aco cr 

L 0 B 


M ( i ) 

| A /( i )|= \ A (\)\\ B \. 


代回 | M | 的表达式，有 

\ M \ = 2( - l ) ,+1 « nU ( i )| |5| = \ A \ • | B |. 

«-l 

推论给定数域 K 上的 n 阶准对角矩阵 

A 2 o 
0 \ 

A 」 

则 | A | = | Ai || 糸卜 -| Al . 


A 



证反复应用上面例题即可得证 .I 


练习埋 2. 


1. 给定数 域尺上 4阶方阵 


7-60 


计算 deM ( D ， 利用它计箅 Ml . 

2. 给定数域 /C 上二阶方阵 


^「"]， 5 = [ 3 n 

L 9 0 J L — 7 2」 


3. 计算行列式 

I a 1 0 0| 


0-1 c 1 
0 0 - 1 ^ 


4. 计算行列式 


5. 计算行列式 

d\ + b x a x + b 2 
a 2 + b\ a 2 + b 2 


a\ + b n 

^2 + ^! 


\^n+ b X + b 2 


a„ + 
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6. 计算行列式 


7. 计算行列式 


0 0 

a 0 


0 

1 a 


I 0 0 

8. 计算行列式 




a »f ) l a nf>2 


9. 计算行列式 


1 

0 

0 

0 

0 


0 

1 

1 


0 

0 

0 


0 

0 

1 

1 

^2 

0 

0 

… 

0 

0 

1 

0 

1 

a 3 

0 

… 

0 

0 

: 

: 

0 

1 

參. 

參. 

: 

: 

• 

: 

: 

••• 


•秦 

0 

0 

1 

0 

0 

… 

0 

1 


0 

1 

0 

0 

•二 

0 

0 

1 

dn 


10. 给定数域尺上《阶方阵 








110 第二幸行列式 


A 


“11 «12 … a i 

a 21 a 22 *** a 2 

• • • 

• • • 

La.i a m2 ― a„ 


a n + ^ a i 2 + 
a 21 + x a 22 + 


a , •十工 


其中 


\ A \ + x 2 S ^>, 

—1 >-l 

A^C-iy^detAO. 


11. 给定 A = ( min ( i ,_;•)), 计算 | A |. 

12. 给定 ■/!= (max (*•，_;•))， 计算 IA I . 

13. 如果一个《阶行列式有一行或一列元素全是1，证明此行列 
式等于它的所有元素的代数余子式之和. 

14. 给定数域尺上《阶方阵 A =( a , 7 ). 证明 


工1 
工1 

X n 


z \ A \ - 2 S A o x iyi - 


\yi yi ••• yn z 
15. 给定数域 A ： 上分块矩阵 

'0 E ； 

• E m 0 」 

试利用行列式的完全展开公式计算 M 的行列式. 


M 


§2行列式的应用 


【内容提要】 

定理1设4= ( a ,,) 是数域尺上的71阶方绛，則4可逆的充分 
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必要条件是4的行列式|4丨不等于聿. 
令 




^22 

...Ki 


… A m- 


A' 


它称为 A 的伴随矩阵，我们有 


AA m = A'A 


(A> = C- l)' +> deM(')), 




因而，当 | A 丨尹 0 时 , A~ 1 = j ^ A ". 

定理2数域尺上一个有/2个未知量《个方程的齐次线性方程 
组有非零解的充分必要条件是它的系数矩阵的行列式等于零. 

定理3设是数域尺上两个 n 阶方阵，則 
\AB\ = \A\\B\. 

给定數域尺上 mXn 矩阵 



取4的第 *.1 ，/ 2 ,… ，* V 行与第 _/ i ，>2，… ，人列 交叉点处的 r 2 个元素组 

成一个 r 阶行列式，记做~ '** 1 ^，称为>1的一个 r 阶子 

1>1 ji ... jrl 

式， 这里“，: _ 2 ,… ， l_r 可以有相同的；） i ，）2,…，> 也可以有相同的. 

定理4 设4为数域尺上的； nXw 矩阵，則 rC 4)= r •的充分必 
要条件是 A 有一个 r 阶子式不为零，而所有 r +1 阶子式都等于零. 

评议行列式是研究矩阵特别是方阵的有力工具，而上述四个 
定理为这种应用提供了基本的理论依据.现分述如下. 
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(1) 一个 n 阶方阵 A 是否可逆，这是在许多问題中首先要解决 
的.我们有如下等价 关系： 

Z 可逆满秩 （r (■/ 4) = «)<=» |^4 | 7^ 0. 

特别是当|4|关0时利用行列式理论可明确写•，这为 
处理许多理论问題提供了解析表达式. 

例如，研究数域尺上有 w 个未知量 n 个方程的线性方程组 
+ a 12 工 2 + …+ a u x m = b x , 
a 2 i 工 1 + a lz x z + ― 4- a 2H x n = b 2 , 


+ a H2 x 2 + — 
令 




a u 

a \n 


w 


V 

A = 

a 21 

• 

• 

a 22 

參 

• 

… a 2n 

9 

• 

• 

, x = 

工 l 

， B = 

办 2 

• 

• 


^n\ 

a n2 

… a nm- 


7 n - 


A. 


上面线性方程组可写成 = B ，其形状和中学里的一元一次方 裎式 
ax =6 极为相似，当 a 关0时，此方程有唯一解文=尸7».现在，对上述 
线性方程组也有类似的结 果：当 |4|关 0( 注意不是 A 关 0) 时方程组 
有喷一解注意不能写成受！)，于是我们有 

X= A~ l B = TTT^'B 

\A\ 



A n — A h1 ~ 


V 

1 

^12 ^22 ••• A«2 


b 2 

Ul 

• • • 

• • • 

A ln — 


bn. 



^ A tl b t 

身 -1 
n 

ys y y i A k 2bk 

*=1 

L *-l 





命 
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M / 1 = ^jAubk 


an 

a 2 i 


i-1 厶 1 ^1 t- 

a 2i-\ bi a 2 i^ 

• • • 

» » • 

a »r-i a H n 


Ct\n 

a 2 ” 


lAl 恰为把 | A | 的第 / 列换成方程组的常数项而得的 n 阶行列式. 
此时方程组的解可表为 


X 


由此即得如下重要 结论： 

若数域 / C 上的 n 个未知 f n 个方程的线性方程组的系数矩阵 


V 


' i ^ i ' 

X 2 

1 

l ^2 l 

•工”_ 

= W \ 

L | A n |. 


的行列式 Ml 关0时，則它有唯一的一组解 

Ul U 2 I UJ 

xi = 工 2= I 川，…’工- = ⑷. 

上面这个命題称为克莱姆法則.需要提醒读者注意 的是： 它是 
关于未知量个数和方程组个数相同的线性 方裎组 的结果，不能直接 
用于一般 幾性方 程组. 

(2) 上面定理2也是讨论有 n 个未知量 n 个方程的齐次线性方 
程组的.下面一幸将指出，它是研究； I 阶方阵的核心课题时需要用到 
的一条基站性定理，读者应予充分重视. 

(3) 矩阵加法比较简单，但对行列式而言，两个 n 阶方阵 A , B , 

M + + •矩阵乘法比较复杂，但却有 = | S |. 

这表明行列式对讨论矩阵乘法特别有用，它也是许多矩阵技巧的来 
源. 

(4) 一般 mXn 矩阵4没有行列式的概念.但行列式仍对它的 
研究甚为重要，这就是利用4的各种子式来研究九定理4给出了 
用子式确定 A 的秩的办法，是关于一般矩阵的一个重要理论成果. 

例 2. 1设〜，々， …， a , 是尺"中一个线性无关向量组，而 


Pi = ，• = l ， 2"" ， s. 



证明 A ，爲 ，…， A 线性无关的充分必要条件是下面 s 阶行列式 

a n a n … a \, 

a z \ a 22 •- 

a ,\ a ,z a u 

解 A ， 戽，… ，尽线性无关的充分必要条件是向 M 方程 &A + 
x 2 /3 2 + …+汉= 0只有零解.我们有 

= = 2 ( 2 ^*) a > = °- 
1 «—i >-i >— 1 *-i 

因为 a , ，《 2 ，…， a , 线性无关，故上面等式等价于齐次线性方程组 

I 

2 a 0 x < = a \> x \ + a n x i H - H a ， F> = 0 

i-l 

G = l ，2, …, S ) .根据上面定理2,它只有零解的充分必要条件是其系 
数矩阵的行列式 

a n a 2 i — a.i 

a iz a 22 … a, 2 

» • • 

• • • 

• • • 

°1, ^2, **• 

评议定理 2 是说该类齐次线性方程组有非零解的充分必要条 
件是系数矩阵行列式为零.那么该类方程只有零解的充分必要条件 
就是系数矩阵行列式不为零.这两者是互相等价的.在讨论问题时， 
可以根据需要采用其中任一种说法，所以此例也可 改为： A , …， 
P ， 线性相关的充分必要条件是所列出的行列式为 0. 在此例中尽管 
使用了齐次线性方程组和行列式，但与向量 ai ， a 2 ，…，《,的具体内涵 
无关，论证中只用到向量加法、数乘的八条运算法则. 

例 2. 2 设 A 是数域尺上 n 阶方阵.证明 
，当 r (■/ 4) = 71， 

r (. A m ) = -< 1 ,当 r ( i 4) = n — 1， 
lo , 当 r 04 )<n —1. 



尹 0. 


解根据定理1,有 
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'1>1| 

叫 

AA ' = 

0 


0 

= \ A \ E . 

I 川 ■ 


若 r (4)= n ，则 | A | 关0且>1可逆，此时 >!• = lAl ^ T 1 也可逆，故 
r (■/!•)=”. 若 rM )<”， 则丨_<4丨=0,即 AA ' =0._ A •的列向量组为 
AX =0 的解向量组，故 rC 4*)< n - rC 4)， 即 rG 4)+ rG 4* )< n •若 
rC 4 )=n — 1，则 rU *)< l . 按定理 有一 n -\ 阶子式 detA (')^ 
0. 于是 A )=( — l ) <+; deM (;) 关0,即尹 0， r (4*)> l ， 故 r (4*) = 
1. 若 rG 4 )<Oi — 1,由定理 4 , A 的所有 rM ) + l 阶子式全为0,而由 


行列式的定义，4的所有 t (. A ) + 2 阶子式（按定义由 r ( A ) + l 阶子 
式乘适当倍数连加而得)全为0,以此类推，可知>1的所有 n - l 阶子 
式全为0,于是=0,即 r (> T ) = 0. | 


评议的元素是 Z 的代数余子式，都是 n _ l 阶行列式，我们 
无法用 A •的元素来推断它的秩.本题的解法自然要依赖 Z •与 A 之 
间的 关系： = 由4的秩来推断 A •的秩，这时就要反复 

使用关于矩阵的秩的理论知识. 


例 2. 3给定数域 A ： 上的 n 阶循环矩阵 


A = 


^1 


a 3 

dn 

^1 


^n-l 



: 

: 

; 

- ^2 

a 3 

^4 


试计算>1的行列式. 


a n 

a”-i 

a m-2 9 

^1 - 


解令 e*=e • Ofe = l ，2, …, n ) 为《次单位根，即 方程/ = 1在 
C 内的 n 个根.构造 C 上;2阶方阵 


B = 


_ 1 

1 

… 1 ■ 

^1 

«2 

… e- 

-C 1 


… C 1 - 



因为 ei ， e 2 ,— , e , 两两不同，从例 1. 4知|5|尹 0. 

令/(:^^〜+心工+…+知/吣为尺上多项式.我们有 
/(«*) = a, + aA + …+ a n e n t ~ l , 

«*/(£*) = a ，十 a〆 * + ... + a .- jer 1 » 
e */( e *) = o«-i + a,e* + … + a n - 2 e n k ~ l , 


e : _1 /( e *) = a z + a 3 e * + … + a ^ T 1 . 

于是 

a\ a 2 … a n 

a n a \ … a n ^ 

AB = 

• • • 

• • • 

Az a 3 … a x 

"/“ l ) /⑹ … /(€«) 

4,(0 e 2 /“ 2 > … €./(€„) 

— :: : 

• • • 

erV(e 2 ) - e ： ~V(eJ 

注意到右边矩阵第 A 列有公因子 /( e *)， 可以提出行列式外，两边取 

行列式，有 

Ml - |B| = \AB\ =/(e,)/(e 2 )-/(eJ|fi|. 

因尹0,故有 

1^1 = /( ei )/( e 2 )—/( e ,). | 

评议这是利用定理 3 的一个经典范例.矩阵 A 的每行元素都 
由同一组数轮换得出，而《次单位根恰好也有轮换的 性质： Ue t , 
…， < _1 这组数用 e * 相乘变成= 1正好是把该组 
数轮换一次，本题正是利用了这一点. 

例 2. 4计算行列式(设 n >2) 

sin 2^1 sin ( ff , + a 2 ) … sin ( a , + a n ) 

sin ( a 2 + sin (2 a 2 ) … sin ( a 2 + a n ) 

i^i = . . 

: : s 

sin ( a ” + a x ) sin ( a ” + a 2 ) … sin (20 







解利用三角公式 sin ( a 十 /9)= sinacos 沒 + cosasin /3, 我们有 
sin 2 ai sin ( c x + a 2 ) … sin(aj + a ,) 

sin ( a 2 + « i ) sin 2 a 2 … sin ( a 2 + a ,) 


Lsin ( a . + « i ) sin ( a . + a 2 ) 


[ sina , cosaj 0 


sina 2 cosa 2 0 


sin (2 a ,) 」 
fcosaj cosa 2 


sina , sina 2 


Lsina „ cosa , 0 … 0 J 

L o o … o J 

上等式右边两矩阵行列式均为0,按定理3即知 M | =0. | 

评议4的元素都是和角的正弦，在三角函数理论中有熟知的 
公式，用到此处，即可知 Z 可表示为两个矩阵乘积的形式.此例给我 
们的启 示是： 处理一个问题，要先想想关于它有什么已有的知识可 
以利用•此例中涉及的知识是： （1) 三角函数和角展开公式； （2) 矩 
阵乘法的知识； （3) 两个方阵乘积的行列式的定理3.这三方面知识 
结合起来就是此例的解题方法. 

例 2. 5设下列两个线性方程组 

a u :i + a 12 _r 2 + …+ a lH x m = A, , 
a 2 i 工 1 + a n x 2 + •- + a u x n = b 2 . 


a,iXi + a n 2 x 2 ■) - + a„x„ = b H 


+ a\zyz + **• + a XH y„ = c x , 
a z\y\ + a 22 jy 2 + … + a 2 n y n = c 2 , 


分别有唯一解 


a -iyi + a^y 2 + ― + a„y n = c n 






令 4= (^) 为方程组的公共系数矩阵，证明 

是 1(1 + 々 2(2 + …+ k n C n = l x bx + l z b z + ••• 4- LK 
an a a … a in b x 

a 21 a n ••• b 2 

一 1 • • • • 

\A\ - - • •. 

a m ••• b H 

c x c z ••• c, 0 

解根据第一章 §2 知此时 rC 4)= ri ， 故 4 可逆，且 



于是 


^1^1 4 - k 2 c 2 + ••• + Kc n = (<：! c 2 ― c,) 




如令 


= - 



行列式的应用 



根据克莱姆法则七_ A . A . 故 
a „ a l2 … a u b x 

- a z \ <* 22 … a u b 2 

• • ■ • 

• • • • 

• • •參 

a n \ a H2 — a m b n 

C \ c 2 ― c . 0 

二亡 ㈠ 广叫 1 2 … 1 • — 1 / + 1 … M + 1 k 

i-i 11 2 . . rt I 

= 2(- D " +，+， ( S (- l ) m + J detAOcj ) d , 

i-l —1 

n n 

=- 2 2 ( — ly^detAOb^ 

l-l >-l 

=- 2 2 a -Mj 

i-i >-i 

=—M I (々 A + A 2 C 2 + … + k n c n ). 

同理可证 / 也 +/ 2 6 2 + … +/ 人亦取此值 .I 

评议此例充分利用定理1所给出的 A - 1 的明显解析表达式, 
使得 + c 2 ife 2 + … + c n k „ 的值能清楚地计算出来，于是结果也自然 
导出. 

例 2. 6给定数域尺内的一个无穷序列 a<) ， ai ， a2 ，….对任意非 
负整数 5 ， m , 定义 
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如果存在非负整数使当 s > k 时 Mm | =0,证明 存在尺 内不全 
为0的数6 0 ,6”…，6,及非负整数/，使当时有 
+ a J+1 6._j + — -H a J+ A = 0. 

解这是一个较难的问题，我们应当先分析清楚其症结在何处， 
然后想办法加以破解. 

首先要把一些枝节问题排除在外.就是，如果 r » = 0, 此时当 
时， | i 4„ 0 l = a .=0. 这时只要令 6 D = l ,/= ife ， 則当时自然有 
0. 所以只需讨论«>0.此时满足条件的《可能不止一个，我们约定 
取其中最小者. 

现在问题变成找齐次线性方程组 

a > x n + + …+ a, +n x 0 = 0 

的一组非零解 Xo = bo , Xi=bn — ,Xn = b n . 这里 5 = /，/+1， …. 这是一 
个有71 + 1个未知量无穷多个方程的齐次线性方程组. 

但是，我们迄今未有处理含无穷多个方程的线性方程组的办法. 
不过,从条件 | A ,, J =0( S >)6)， 根据定理2,齐次线性方程组 A„ n X = 
0有非零解，这里 s = l；fe + l ， ….从问题的提法看，它似乎是要证明 
存在/，使当时这些齐次线性方程组 A,. n X = 0 有一组公共非零 
解，这就是此问题的症结所在.为了破解它，我们需要搞清 AmXzO 
和 A, +Un X = 0 之间存在什么关系.方阵 A # 和方阵次 +1 ._之间有明 
显的 关系： 人 +1 .„的前 m 个行向量恰为 A . 胃的后 m 个行向量.这就 
是说，齐次线性方程组 A +1 . B X = 0 前 n 个方程恰为齐次线性方程组 
A„ h X = 0 的后”个方程•故 A,. m X = 0 的任一组解 一 定满足 A i+1 , h X 
= 0的前 n 个 方程. 如果我们能证明 人 +1 ，，的 第 n + 1 个行向量能被 
前 ”个行 向量线性表示，即 A l + 1 . n X = 0 的第 《 + 1 个方程能被前 n 个 
方程线性表示，则 = 0 的解都是 A +1 .-X = 0 的解，问题即迎刃 
而解. 

做上述设想并非无根据的猜想.因为 | A +1 ,„ 丨=0表示 r ( A + i.J 

故其 n + 1 个行向量线性相关，其中必有一个行向量可被其余行 
向量线性表示.只要证明这个行向量可以是第 n + 1 个行向量就可以 
了，而这又只要证明 4 +1 ,„ 的前” 个行向量线性无关就可以了（因为 
前 n 个行向童线性无关，添加第 n + 1 个行向量后就线性相关，则由 
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第一章练习题 1. 1第10题，第 n + 1 个行向量即可被前 n 个行向量 
线性表示）.根据第一章例1.1，如果我们能 证明： 洗 +1 .„的前”个行 
向量去掉最后一个分量后所得的 n 个 n 维向量线性无关，那么 A +1 , n 
的前 n 个行向童就线性无关，问题即获解决.把八 +1 . ■•前 ”个行向量 
的最后一个分量去掉，所得 n 个《维向量即为 人 +1 ，-- ,的《个行向 
量，只要证明丨尹0,那么它是满秩的，它的《个行向量自然 
线性无关.至此，我们已经找到破解问题的途径 • 

下面进入正规的论证. 

现设对非负整数《，/6,当时 | =0 ，且” 为满足此条件的 
最小正整数.我们只要 证明： 对所有用反证法.若 
对某个 s 0 > k 有丨 | =0. 于是矩阵 A v > l 的前 n 个行向量7 0 , 
△ 去掉最后一个分量后所得向 M 组 4， y ;， …， y :- 〆 即为矩 
阵凡。.，^的《个行向董）线性相关.设匕是自左至右第一个能被后 
面向量线性表示的向童(设如/^+^义+…十〜自左至右 
第一个不为0的系数为 a ,。， 则 y ;。 即为所 求）： 

y;。 = bx 0+l + 〜 汔 +2 + …+ b^^K-r. 


(1) 如果 «0>0. 在矩阵内将第*0 + >+1个行向量乘以 
(—6,.) 加到第 *0+1 行 ()=1 ，2,…，”一 1— /。），得 



fl *0 a -.+l . 

a *0 + " 


+ l . 

a « 0 +»l+l 

B = 

• • 

• • 


•0+1 行 

0 0 … 0 

b 


a, o+ ” a, o+>l+l . 

a >o +2n - 


上面框出的左下角矩阵有一行为零向量，故其行列式为0,但它是由 
经上述初等行变换得出的，故 I 丨 =0. 

(2) to = 0. 在矩阵木。.，内将第 ）+1 个行向量乘以 （一 加到第 
1行()=1，2 ,…， n — 1)，矩阵变成 
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0 I 0 … … 0 b 



B 中左下角框出的矩阵是显然0 = I'J = \B\ = 
61/1,。+,.^ I .若6关0,则 | I =0.如果6=0,注意5中右上角 
框出的矩阵是经上述初等行变换得出的（上面初等行变换 
是把的第2,3,…，; I 行乘一个倍数加到第1行，与第 n + 1 行无 
关），现在它的第1行为零向量，故 | 人。丨 =0. 

从上面论证知 U ,„+!,■-! 丨=0,同理 + 丨= 0,…，即当5^50 
时 Mm -: I =0.于是《—】也满足题中的条件，这与71的最小性矛盾. 
这说明对所有 S > k , 这表示 A ,.,-, 的行向贵组线性无 

关.而这又推出 •的前 《个行向量线性无关，但 1 A , J =0, 其行向 
童组线 性相关，由第一章练习题 1. 1第10题，人,《«的第 《 + 1 个行向 
量可被前 n 个行向 M 线性表示，即 A„ n x = 0 的第 n + l 个方程可被 
前 n 个方程线性表示，前 n 个方程组成的齐次线性方程组的任一组 
解也是第 n + 1 个方程的解. . 

现在因为=0,故齐次线性方程组 A k . n X = 0 有一组非零解 
x 0 =bo,Xi=bi t — ♦x,=^,BP 

fa*6„ + + …+ a i+m b 0 = 0, 


[ a*+A + a* +ll+ U … + a i + 2 M b 0 = 0. 

上述等式组后 n 个表示 xfbo ’ xeb ” …，是齐次线性方程组 
A t+1 „X = 0 的前 Ti 个方程的解，按上面的论证，它也是第 n + 1 个方 
程的解，从而它是齐次线性方程组 A i+Un X = 0 的解.同理，它也是 
A i+z , H X = 0 的解，以此类推，可知当 s^k 时，有 

aA + + ― + a J+m b 0 = 0. I 

评议这是一个运用基础理论去解决一个较难问题的优秀范 
例，读者应当细心体会，领悟如何分析问题和解决问题， 
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练习题 2. 2 


1. 借助上面定理3计算下面行列式 

abed 

—b a d — c 

一 c 一 d a b 

— d c — b a 

2. 计算行列式(设 《〉2) 

1 + 工 13»1 1 + 而： V2 …1 + x x y n 

1 + 1 + x z yj , …1 + x z y n 

1 + x n y^ 1 + x H y z … 1 + x n y n 

3. 给定数域 K 内 n 个数々，々，…，‘令 + 
= 0，1，2,…:其中约定 a ?= l ) .计算下面行列式 





^0 



方 2 

••• 

Sn-l \ 






沒 1 

^2 


^3 

… 

Sn 






方 2 

^3 


^4 

… 

5 «+i 

• 


4 . 计算 


Sn 

S n+l ^n+2 

… 

s 2 n -2 




尤 1 

工 1 

而 


工 4 


3^1 

yz 

yz 

y< 


x 2 — 

• 工 1 - 

■ 工 4 


工 3 

• 

yi 

— 3^1 

— y< 

yz 


尤 3 

工 4 - 

- 工 1 

— 

工 2 


yz 

yi 

— m 

— yz 


^4 — 

尤 3 

工 2 

— 

工 1 


y< 

一： y3 

yz 

一 M 


并证明欧拉恒 等式： 

(: rf + x| + x| + x\)(,y\ + y\ + y\ + y\) 
= (:i，i + ^2^2 + x 3 y 3 -f x t yj 2 - 

+ — ^2^1 — ^3^4 + X 4 y 3 ) 2 

+ (工 i ： y 3 + x z y^ — x z y l — Xty 2 y 
+ (工 — ^2^4 + 工 3 力 — 工《力 ） 2 . 
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矩阵. 

11. 设分别是数域 K 上的 《 Xm 与 mXn 矩阵•证明 

E b 

7 r = \ E n - AB \\ E m - BA \. 

A E h 

12. 给定数域尺上的 m 阶方阵 4 m 阶方阵5,令 


M — 


•C 

■B 


证明:|似| = (-1广|>1||川. 


A ' 
0 - 




第三章线性空间与线性变换 

§1线性空间的基本理论 

一、线性空间的定义 
【内容提要】 

定义设 V 是一个蚱空集合， K 是一个数域. 又设： 

( i ) 在 F 中定义了一种运算，称为加法.即对 V 中任意两个元素 
a 与/?，都按某一法則对应于 V 内哚一确定的一个元素，记之为 
a+fii 

( ii ) 在 K 中的数与 K 的元素间定义了一种运算，称 为数乘 .即 
对 F 中任意元素 a 和數域 K 中任意數 I 都按某一法則对应于 K 内 
唯一确定的一个元素，记之为 

如果加法和数乘运算满足下面的八条运算法則： 

(1) 对任意 《， p ， y € V ， 有 a + (卢 + y ) = ( a +/9)+ y ; 

(2) 对任意 a ， pev ， 有 a +/3=^+ a , 

(3) 存在一个元素使对一切有 

a + 0 = a ， 

此元素0称为 K 的零元素； 

(4) 对任一 都存在使 

a + ^=0, 

称为 a 的一个负 元素； 

(5) 对数域中的数1，有1 • a = a ； 

(6) 对任意有 

(kl)a = ife(/a ) ； 

(7) 对任意 

{k + /)a = ia + / a ； 
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(8) 对任意 

k(a + = ka + kP ， 

则称 V 是數域尺上的一 个线性空间. 

评议显然，线性空间的概念是把第一幸向量空间的概念加以 
提高而得出的高一层次的新概念.在上面定义中， V 的元素以及它们 
的加法《 + /?，数乘紜并没有具体给出，都是抽象的，仅有八条运算 
法则是具体的.在近世代數学中研究的对象都是这样的，因此被称为 
“抽象代数”.为了理解“柚象代数学”的基本思想，我们就以线性空间 
为例，来探讨如下两个 问題： 为什么可以这样定义线性空间？为什么 
一定要用这种办法定义线性空间？现在我们分别来回答这两个问题. 

'(1) 为什么可以这样抽象地定义线性空间？我们先来回忆一下 
中学代数和小学算术的区别.在小学开始学习数的运算时 ，我 们知道 
(3 + 2)(3 —2) = 3 2 —2 2 ,为什么呢？因为（3 + 2)(3 — 2) = 5乂1 = 5，而 
3 2 -2 2 = 9 —4 = 5,两边确实是相等的.在这里用到了具体数的相加、 
减和相乘.到中学代数学习公式 （ a +«( a _6)= a 2 — 6 2 .在这里 
是什么不知道, a + 幻是什么？都没法 计算. 为什么我们承 
认上述公式是正确的呢？这是因为我们尽管不知^6的具体内容，也 
不知等等如何计算，但我们知道它们满足九条运算法则， 
按这九条运算法则我们可以作计算 

(a + b) (a — b~)= a(a — 6) + b(a — b) = a 2 — ab ba — b 2 
=a 2 一 ab + ab —— b 2 = a 2 — b 2 . 

我们仅仅依据九条运算法则就可证明上述公式的正确性.这说明，代 
数学的研究对象仅仅与其满足的运算法則有关，而与对象的具体属 
性，运算的具体形式无关.这个道理其实已暗含在中学的代数课程中 
了•在第一幸学习向量空间时，我们就反复指出，向量空间的概念与 
命題其实都与向量的具体内容无关，也与加法、数乘的具体算法无 
关，而仅仅依赖于八条运算法则.现在八条运算法则已经作为公理包 
含在定义之中了，那么向量空间的有关概念和命題都可直接应用于 
抽象的线性空间了. 

(2) 为什么一定要用抽象的办法来定义线性空间呢？这就跟中 
学代數要学习抽象的公式 U +6)( a — 的道理一样.如果 
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我们始终停留在小学算术的水平，只作具体数字的运算，那么，这样 
一个简单的数学关系究竟要如何表达呢？那就只能一个个写 （3+2) 
• (3-2) = 3 2 -2 2 ，（4 + 3)(4-3) = 4 2 -3 2 ，".， 这样写下去永远都写 
不完，试问还有什么數学科学呢？所以，从具体的数字运算过波到抽 
象的文字运算是科学发展的需要.同样，由向量空间过波到抽象线性 
空间对代数学的发展也是绝对需要的.它大大拓宽了代數学的研究 
领域和应用领域. 

上面所说的，是理解抽象代數学基本思想的要点，读者一定要透 
彻地理解. 

例 1.1 设尺是一个数域，定义尺内元素的加法为复数的加 
法，与有理数的数乘为数的乘法，则尺关于此种加法、数乘成为有理 
数域 Q 上的线性空间. 

解根据数域的定义，它对加法运算是封闭的，故数的加法可以 
作为尺内的加法运算，又因 Q 包含在尺内，故有理数乘 K 内的数后 
仍属于 / c ， 因而上面数乘的定义也是合理的.线性空间八条运算法 
则显然成立，故 / c 为 Q 上线性空间. | 

评议现在加法、数乘都是借用数系内原有的加法、乘法运算， 
不是新定义的，所以一定要注意尺关于这两种运算是否封闭，如不 
封闭，则所定义的加法、数乘无意义.在此例中， K 内一个数被当做 
一个向量看待，它不再是向量空间中的向 M 了.注意，尺是看做 Q 上 
线性空间，作数乘时只能用有理数，不能用非有理数. 

例 1. 2考査到数域尺的所有映射所组成的集合 
尺）.对/，发 e 义（尺），定义 （/ + 犮 ）（ z ) = /(>u +茗 m ) 
(V AeMJ / O )， 对任意4€尺，定义 (々/) M )=々/(4) .证明多(尺） 
关于上述加法、数乘组成数域上的线性空间. 

解 $( 尺)就是前面讲行列式时介绍的上全体数童函 
数所成的集合.上面定义的加法显然满足结合律和交换律（因为 
f ( A ) eK ^ K 内的数的加法满足结合律与交换律）.定义映射 
0( A ) = 0 (V AeMxOO )， 称为零映射.显然，对任意/€7(尺）有 
0+/=/.又对定义 （一/) = (— 1)/，则易知 （一/)+/= 
0,故 一/ 为/的负元素.又1 •/=/ .对任意 h / eK ， 
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ao/(A)= K/(/(A)) = zK(Z/)04)) 

= OK //)) ( A )， 

gpa />/= A (//), 

ik + 0/( A )= kfU ) + //( A ) 

= ikf ' XA ) + ( If ) ( A ) = (kf + 

由此推知 a +/)/=； fe /+//. 对任意 Aex ，/， 发 ey ( x ) 有 
OK /+^))( A )= K (/ + g ) M )) = kifiA ) + g ( A )) 

= kAA ) + kgCA ) = ( kf )( A ) + ( kg )( A ) 

=(.kf + kg ') ( A ), 

由上式推出 Hf + g ' i ^ kf + kg . 因而 •^( K ) 内所定义的加法、数乘 
满足八条运算法则 ，•^ (尺)关于它们组成尺上线性空间. ■ 

评议 此例中运用了 K 内数的加法、乘法满足九条运算法则这 
个亨实.所以叉(/：)中的加法、数乘的八条运算法则是以数的运算 
法则为立足点的. 

例 1.3 设 V 是数域上线性空间 M 是一个非空集合，且存 
在 A 到 V 的一个单、满映射/，在>1中定义加法、数乘 如下： 

( i ) 对任意 a , /?€>!，令 a 4-^=/ _1 [/( a )+/(^)]; 

( ii ) 对任意 々 eKZ ， 令如二厂以/⑷]. 

证明 A 关于上述加法、数乘组成 K 上线性空间. 

解 逐一验证八条运算法则 成立： 

(1) («+々)+/=厂 1 [/(«)+/(沒)]+7 

= r 1 [/( r 1 [/( a >+/(^)])+/( y >] 

=/^[(/( a )+/ (沒 )）+/ ⑺] 

=/' 1 [/(a) + (/(/S)+/(y))] 

= r ， [/( a )4-/(/- 1 [/(/3)+/( y )])] 

= a +/ _1 [/(^)+/( y )]= a + c /?+ y >* 

(2) «+^=/ _1 [/(a)+/(^)]=/- 1 [/(^)+/(«)] = /S+c, 

(3) 设 0€ A 使 /(0) 为 V 中零向量，则对任意01，有 

0 + « =广 1 [/(0)十 /( a )] = / _1 (/( c )) = a ； 

(4) 对《€山设芦 e A 使/(#) = _/(«)，则有 

卢 + a = 广 1 [/(沒）+ /( a )] =广1(/(0)) = 0; 
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(5) 1 • a=/ -1 [l/(a)]=/ _1 [/(a)] = a ； 

(6) 对任意儿有 

广 1 [ a /)/ o )] = /-^(//⑷)] 

= /wcrw/o)])] = /-'[i/aa)] 

= k (. la ~) { 

(7) 对任意 iMe 尺， aeA ， 有 

(,k + /)«= f~\a + Z )/( a )] =广 W ( a ) + //( a )] 

= f-'Lff-WCa^ 4- //—D/ ⑷]] 

= 广 1 [/(*<0 + /(/«)] = ka + la f 

(8) 对任意4€尺，《»，/?€4，有 

k (. afi )= rW(,a + 

= r 1 [/6/(/- , [/(«) + /(/?)]>] 

= / _1 DK /( a ) + /(/?))] 

=/ _1 0/(a) + kf(^y\ 

= 广 1 [/(/—[々/( a )]) + /(/-' C - fe / C /?)])] 

= f -' Lfika ) + fW \ = ka + k ^. 

至此，我们证明 A 是尺上的一个线性空间. ■ 

评议此例说 明：如 果集合4的元素和线性空间 V 的元素之 
间存在一一对应，则 V 的线性空间结构可以转移到 A 上来.这再一 
次证明线性空间理论和其元素的具体属性无关这一事实. 

例 1.4 在线性空间定义中去掉加法满足交换律这一公理，由 
其他七条公理证明 

(1) 对任意 有0«=0. 

(2) 对任意有 a +( — l ) a =0. 

(3) 如果对 有 a +/9=0, 则 /3+ a =0. 

(4) 对任意 有 0+ a = a . 

(5) 对任意 a ^ ev ,^ ㈣ + a . 

解 （1) 按公理4,存在 peV ， 使0 •«+#=() .于是 

0a= 0.a + 0 = 0.a+(0.a + /9) 
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= 0 • a + /S = 0. 

(2) 现在 

a + (— l)a= 1 • a + (— l)a 

= (1 + ( — l))o = 0 • a = 0. 

(3) 按公理4,有 yev ， 使 ^+7=0 . 于是 

芦 + a = (# + a) + 0 =(芦 + a) + (/? + y) 

= (09 + a) + 沒 ）+ y =(沒 + (a + 夕 )）+ y 

= (^ + o ) + / = iff + y = o . 

(4) 按公理4,有使 a+p=0. 根据 （3) 的结果，有/?+« = 
0.于是 

0 + «= (a + 芦 ）+ a 

= a + + a) = a + 0 = a . 

(5) 根据上面的 （ 3) ，（ 4) 和 （ 2 )，有 

/3 -h a= 0 -h (fi -h a) = ((a + ^) + (- l)(a + /?)) + (J3 + a) 

=(a + /9) + ((_ l)a + (- 1)/3)) + (/3 + a) 

= (« + #) + [(- l ) a + ((- 1)/3 + /?))+ fl ] 

=(a + /?) + [(( — l)a + 0) + a] 

=(a + /?) + [(— l)a + a] 

=(a + 沒 ）+ 0 = a + 見 I 

评议这个例题表明线性空间定义中加法交换律是多余的，但 
为了叙述简洁，在定义中把它当做公理列入.上例和本例是进行抽象 
代数系统内的逻辑推理的初步训练.在中学代数中带文字的代数式 
的运算是抽象数学推理的第一步训练，现在则是提高了一个层次.这 
种训练对提高抽象思维和推理能力是很有效果的 • 

二、 线性空间的基与维数 

【内容提要】 

命题 设 V 是数域尺上的一个线性空间.如果在 F 中存在《 
个线性无关的向 f 

e " e 2 ，...， e .， （ I ) 

使 V 中任一向 f 均能被（ I )线性表示，那么，有 
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( i ) 任给 V 内个线性无关向量 

7 i ，72，...，7«， ( I ) 

则 V 中任一向量都能被（ I )线性表示 ； 

( ii ) 如果 7i ， 72 , … ，仏是 V 的_个线性无关向量组，且 V 内任一 
向量均能被它们线性表示，則 s = m 

定义设 V 是数域尺上的一个线性空间.如果 V 中存在 72 个 
线性无关的向量 

* £ 2* ，#, ， e »， 

使 F 中任一向量均能被此向 f 组线性表示，则 F 称为；2维线性空 
间，记做 dimV = n . 上述向 f 组称为 V 的一 组基. 单由零向量组成的 
线性空间称为零空间.零空间的维数定义为零. 

设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间，而 

， e 2 ，…， £ " 

是它的一组基.任给有表示式 

° = ^i«i + a 2 e 2 + …+ a n e n . 

由于 ei ， e 2 ，".， e „ 线性无关，这个表达式的系數是难一确定的.我们 
称七，々，… ， a „ 为 a 在基 €"€ 2 ，…， 4 下的坐标. 

为着书写方便，我们借助于矩阵乘法的法则，在形式上写成 

« = ( e ,, e 2 , — ,ej 

评议数域尺上的线性空间除零空间外都包含无穷多个向量， 
上面的命题和概念说明，对维數有限的线性空间，可以用有限个向量 
——它的一组基来代表它，这使讨论的问題大大简化，这是下面所有 
理论的立足点.根据第一幸§ 1的基本命題，在 n 维线性空间内 ，一 
个向量组内向量个数大于 n 时，必线性相关. 

例 1 . 5 考 査数域 

Q ,^/~5 ) = {a + b ~y~2 + c ^/~5 + d -s/lO \a,b s c,d 6Q } 

作为 Q 上线性空间的维数和一组基. 
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解 从引言例2已知 Q ( VT , W ) 是一个数域，从本章例 1.1 
知它是 Q 上的线性空间.按上面命题，我们只要证明向 M 组 
l , v r 2 _ ,^5 _ ,VlO 

线性无关，因已知任一元素均能被上述向量组线性表示，故它就是一 
组基，此线性空间维数即为 4. 

现设 

a -\- b s /~2 + c + d - s/lO = 0, 

我们必须证明 a =6= c = d = o , 注意，现在是 Q 上线 
性空间，作向董组〗，^"，^"，〜^的线性组合时，其系数^6<,3 
只能是有理数.把上面等式改写成 

(a + 6 -J~l ) + (c + d ^/~2 ) s/~5 = 0 ， * 

若 c+d Vj 尹0,则 

VJ= _a + bVY e q ( A )， 

c + dVY 

前面已证明 <Q i - fi ) ，因此必定 c + d v ^"= o . 现在若 d ^ o , 

则 vr =— Q ，与为无理数矛盾.由此知 d = o , 而这又立即 

推出 c = 0. 代回原等式得 a+b >/^"==0,按同样的推理得出 a = b = 
0.于是向量组 

l . VY . v ^ y.VTo 

线性无关，是 Q (^"， vT ) 的一组基，出0^(^，^")=4. I 

评议这例证明一个向量组线性无关的办法和向量空间完全不 
同.在线性空间中讨论一个向 M 组线性相关或线性无关没有固定的 
办法，应根据具体情况寻找各自的解决办法.初学者常常不适应新的 
情况，思想还停留在向量空间的范畴内，总认为向量就是 n 元有序数 
组，对这里把内一个数看做向 M 不甚理解.因此，必 
须细心地体会前面给出的线性空间的定义，使自己的认识尽快适应 
新的研究领域. 

例 1.6 考查二阶复方阵的集合 
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叫[—;:]卜〜4 

证明 M 关于矩阵加法及与实数的数乘组成 R 上的线性空间并求其 
维数和一组基. 

解在第一章例 3.5 已证明 H 对矩阵加法和与实数的数乘是 
封闭的，因而它们可以作为 M 内加法、数乘的定义.从矩阵运算法则 
可知这样的加法、数乘满足线性空间的八条公理，所以 M 是 R 上的 
线性空间.令 




则 M 中任一元素可表示为 


A = aE -\- bl cJ dK ( a , b , c,d € K ). 


只要证明 E , I , J , K 线性无关，它就是 HI 的一组基.现在设 


aE + bl + cJ + dK 


a P- 
L —异 a . 


0 , 


这里 a = a + b \, P = c + d \. 注意现在进行的都是矩阵运算，从上式立 
即推出 a =/3=0, 即 a = 6 =c = d = 0, 于是 E ， I ， J ， K 为 KI 的一组基， 


dimH =4. | 

评议此例说明，哈密顿的四元数是实数域上的四维线性空间. 
但是 M 内不但有线性空间内的加法、数乘运算，而且还有乘法运箅. 
这提示我们线性空间的理论会有深远的发展. 


例 1.7 设 V 是复数域 C 上的 n 维线性空间.证明 F 关于其向 
量加法及与实数的数乘成为实数域上的％维线性空间. 

解 F 关于其已有的向量加法及与实数的数乘显然成为肢上 
的线性空间（因为限制在实数域内八条运算法则当然还成立).现设 
，《 2 ，…， A 是 V 作为 C 上线性空间的一组基.考査向量组 


a, ， a 2 ，… 


( I ) 


来证它在 IR 上线性无关.设 

ai a i + a 2 « 2 + — + a n a n -f- biia x 4 - b 2 ia 2 + ••• + b n ia n ■— 0, 
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这里 a , 為6 R . 因为 F 是 C 上线性空间，所以对任意实数及< 
F ， aa + A ( ia ) 与 ( a +6 i ) a 是 V 内同一个向量.那么 

(ai + 4- ( a 2 + 6 2 i ) a 2 + …+ ( a B + b x i)a n = 0. 

因为《:，& ，…， A 作为 C 上线性空间 F 内的向量组线性无关，故 ai 
+ A I i = a 2 +6 2 i = -“= a ,+ A (I i = 0, 从而 

乂 = 0,即向量组( I )作为 R 上线性空间 V 内的向量组线性无关. 
对任意我们有 

a= (ai + 办 “)〜 + (a 2 + 6 z i)a z + …+ (a, + b n i)a n 
= ajaj + a 2 a 2 + …+ a„a n + ^，(^!) + 6 2 (i a 2) + …+ W ia ”). 

即《可表示为向量组⑴的实系数的线性组合.这表明向量组⑴是 V 
作为 R 上线性空间的一组基，从而 V 作为 R 上线性空间是2«维 
的 .I 

评议此例中， V 看做 R 上线性空间时，其加法未有任何变化， 
数乘实际也没有变化，只是把范围限制在实数域内而已.所以对任意 
«€ V ，6€ R ，6( i «) 和(61)«实际是同一个向 M (根据线性空间定义中 
公理 6) .因此对任意 R ， 有 

aa + b(ia) = aa 十 （ 6i)a = (a + M)a. 

例 1. 8 闭区间 [ a ， 幻内全体连续函数所成集合关于函数加法 
及与实数的数乘组成实数域上线性空间 C [ a ，6]， 在其内给定向 M 组 

e 、:， 

这里 A ,， A 2 是两个不同的实数.判断此向量组是否线性无关. 

解 按定义，设此向量组的一个实系数线性组合等于零 向量： 

+ k 2 e^ x = 0 , 

来判断是否 k 产 k 2 = Q. 首先要弄清上面等式的含意是什么.等式左 
端是 0,6] 上两个连续函数分别乘以实数 k”k t 再相加，它仍然为 
[>，6]内一个连续函数.右端的0为 C |>，6] 内的零向量，容易知道， 
C [ a ，6] 的零向量为区间 [ a ，6] 内的常数函数0,所以上述线性空间内 
的等式“翻译”成数学分析的语言 就是： 能否找到两个不全为零实数 
心4 2 ,使左端的连续函数为1>，幻内常数函数零. 

方法一用反证法.设有不全为0的实数怂，々 2 ，使 
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评议此例提供了三种办法来证明 C [ a ，6] 内一个向量组线性 
无关，它和第一章在向量空间中讨论尺”中向量组是否线性相关的 
办法大不相同.在本例中向量不是《元有序数组，而是实函数，因而 
使用的是数学分析的知识.请读者参照上述办法证明内向量 
组 

e ' e ' e 3 %".， 

线性无关，其中《可以是任意正整数.由此知是实数域上的 
无限维线性空间. 

例 1.9 数域尺 上 n 维向董 空间尺 ■■是 尺上线性空间，它的坐 
标向量 

€. = (0，...，0，1，0广.，0) (» = 1，2,…， 《) 

显然线性无关，对任意向量《，有 

a = (a,,a 2 , — ,a,) = a,e, + a 2 e 2 + …+ a n E n . 

因此，£^2,…， e - 是的一组基， = 根据本节的命题, K ” 
内任意 n 个线性无关向屋:组成的向量组 ai , a 2 ,..-, a a 都是的一组 
基 .I 

评议此例提供了一个基本的事实，即一个《维线性空间 V 内 
的基不是唯一的，而是有无穷多种不同的选择.实际上，如果 a ,, a 2 , 
… ，〜是 V 的一组基，任意把它次序重排得向量组^，\，…，\，那 
它仍然是 v 的一组基，而且这两组基认为是互不相同的，这一, k 读 
者必须注意. 

就线性空间尺”来说，以它的一组基〜，々，•••，〜作为行向 M (或 
列向 M ) 组排成 K 上一个 n 阶方阵>1，则 r (> l )= n . 故下面四个事实 
互相 等价： 

(1) 方阵3的行(或列）向量组组成尺”的一组基； 

(2) 方阵 A 满秩，即 rC 4)= n ; 

(3) 方阵4可逆； 

(4) 方阵 d 的行列式 Ml 參 0. 

上面这四种说法属于互不相同的范畴，但它们却只是同一个事物的 
不同表现而已.只有识破这种表面上的不同而认清其真正的本质，学 
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习才能融会贯通. 


三、基变换与坐标变换 


【内容提要】 

设在《维线性空问 V 内给定两组基 
e" e 2 , •••, e., 

Vi ， V2, … ， V ，， 

每个 Vi 都能被 ei ， e 2 ，•••，£« 线 性表示.设 

7 i = * u e 】 + GiQ + … + » 

72= ilZ E l + 名 2 Z e Z + … + J 


Vn = + be 2 + … + t m t H . 


再度借助矩阵乘法法則，把上面的公式形式地写成 

(7i ， 72 ， “. ， 7») = («1 ， £2,…， O 

命 


T 


tn t n 
*21 tn 

fnl tm2 



hz 

… <i. 

tn 

《22 

••• t u 

人 1 

t nl 

— t„. 

hn 



tin 






称: r 为从基 &，&，...，£• 到基％，办 ，.•.，％ 的过渡矩阵. 

命题在数域尺上的 ”维线 性空间 V 内给定一组基 ei ， e 2 ，…， 
e „.： T 是尺上一个 n 阶方阵.命 

(7 i ，72，."，7-) = ( e " e 2，..，，《 J 7\ 


则有 


a ) 如果的一组基，則了 可逆； 

(2) 如果： r 可逆，則仍，^，…，？•是 y 的一组基. 

设; I 维线性空间 F 中一个向量 a 在第一组基 ei , e 2 ，…， e , 下的 





a = yiV\ + : yz% + … + y»Vn = (7i ， 72 ， "* ， 7») 


yi 


两组基间的过波矩阵为7%即 

(7i ， 7z ， ... ， 7-) = («i»£2» — »€,)T. 
令 


x = X2 L y 


a = Cei *€ z » —= Oh ， V2, … ， Vn)Y. 

以关系式 

(7i ， 72 ， ... ， 7») = (e"e 2 ， .-. ， e,)：T 

代入，得 

(«i ， e 2 ，… ,«JX =[(€,,e 2 , — ,c,)T]y 

= (ei,e 2 , — ,e„)(TY). 

由于 £"&，•••，& 是一组基，线性无关，它们的两个线性组合相等时， 
对应系数相等，故得 


这就是坐 标变换 公式. 

评议线性空间的基大致相似于解析几何中平面 、空问 的坐标 
系.从几何学和自然科学（例如理论力学）的实际使用看，坐标系如何 
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选取是很重要的.如果坐标系选择不好，可能使问題变得很烦琐、复 
杂，以致无法处理.因此，选择好的坐标系是至关重要的.在线性空间 
内也一样，在处理问題时如何选取一组合适的基也是至关重要的.这 
个问題是线性代數的核心诔題，需要花大乃来运作.上面给出的基变 
换公式和坐标变换公式是从事这些工作的基础.在使用上面公式时 
要注意，如禾： T 是从第一组基到第二组基的过波矩阵，那么它是向 
量在第二组基下的坐标到第一组基下坐标的变换矩阵，两者正好是 
相反的. 

如果是 在尺" 中计算两组基间的过渡矩阵: T : 

(7 i ，72，._.，7 J = (£ i ， e 2 ,—, e «) T , 

这里7,为用 T 的第 j 列为系数作 q ， e 2 , …，匕的线性组合得到的.如 
果把&，&，•••，£><作为列向量排成方阵那么，按矩阵乘法的 
第_?•个列向量恰为以了的第•列为系数作 A 的列向量 ei ， e 2 ，…， 
的线性组合，即的第）个列向量就是知所以，如果以％，％，…， 
rj n 为列向量棑成^阶方阵 B ， 那么 AT = B . 

现在换用线性方程组的语言.设: T 的列向量组为 T ,, T 2 ,-, 
7’„，那么 AT j = rf i ( ijj 看做 nXl 矩阵）.这是以 X 为系数矩阵，以仏 
为常数项的线性方程组.如果使用初等行变换把增广矩阵 
中 A 的位置化为单位矩阵 E ， 那么％ 处就变成其解 7 V 把 j = l , 
2,…， w 合并写成 

( AB ')-^( ET ), 

即仅用初等行变换把分块矩阵 （ AB ) 中 A 的位置变成单位矩阵£， 
那么 B 处就变成过波矩阵: T . 

例 1.10 在 K 3 中给定两组基 

£i = (1 ， 0 ， 一 1) ， e z = (2,1,1), e 3 = (1,1,1); 

7 i = (0， l ， l )， 72 = ( — 1 * 1 > 0) » = Cl *2» D * 

求它们之间的过渡矩阵了. 

解分别以 £ i ， e 2 ， e 3 和 7 i ，72,73 作列向量组排成两个矩阵 A 及 


B , 





或性空间的基本理论 141 



做初等行变换 如下: 



评议上面提供的是在中求两组基之间的过渡矩阵的一般 
性 方法. 它是利用矩阵乘法的原理，而矩阵乘法又来源于线性方程 
组.上面的办法是同时求解《个线性方程组，它们的系数矩阵是同一 
个满秩方阵总可单用初等行变换(注意解线性方程组只能作行变 
换，不能作列变换)化为 £. . 

练习題 3. 1 


1•以 DU ，6) 表示在区间 U ，6) 内存在任意阶导数的实函数的 
全体所成的集合.在内定义加法为函数的加法，与实数的数 
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乘为实数与函数的乘法.证明 DU ，6) 构成实数域上的线性空间. 

2. 检验以下集合对于所指定的运算是否构成实数域上的线性 
空间： 

(1) 全体《阶实对称矩阵所成的集合关于矩阵加法和与实数的 
数乘； 

(2) 全体 n 阶实上三角矩阵所成的集合关于矩阵加法和与实数 
的数乘； 

(3) 全体 n 阶实对角矩阵所成的集合关于矩阵加法和与实数的 
数乘； 

(4) 平面上不平行于某一非零向量的全部向量所成的集合关于 
向量的加法和数乘运算； 

(5) 全体实数的二元有序数组所成的集合关于下面定义的运 
算： 

© («2»6 2 ) = (a t + a 2 , + 6 2 + 

走。 （ a ， 办 ） = ( ^ 2 ,是厶~~—<2 2 | ； 、 

(6) 平面上全体向量所成的集合关于通常的向量加法和如下定 
义的数量 乘法： 

k ° a = a ； 

(7) 全体正实数所成的集合关于下面定义的运算： 

a ㊉6 = 
k 。 a = a k • 

3. 在实数域上线性空间 C [ — 1 T ，7 T ] 内判断下列向量组是否线性 
相关，并求它们 的秩： 

(1) cos 2 x , sin 2 x ； 

(2) cos 2 ： r ， sin 2 * r ， l ; 

(3) sina:，sin x ； 

(4) sinaxf cos/ix ( a /3^0); 

(5) 1， sinar , sin 2 x ， sin 3 ar ， …， sinnx ; 

(6) 1， sinx ， sin 2 x ， …， sin " x . 

4. 将复数域 C 看做实数域 R 上的线性空间（加法、数乘定义为 
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数的加法与乘法），求它的维数和一组基. 

5. 定义集合 

Q(.-s/~2 ， V"§") = {a b ~V~2 + c -y~3 + d \a,b,c,d 6 Q}. 
证明 Q (、/关于数的加法、乘法组成有理数域 Q 上的线性空 
间并求它的维数和一组基. 

6. 设 / fe 为正整数，纟<7«.给定数域尺上 mX « 矩阵所成集合 




_<2 11 

a u 

… ^lk 

0 … 

°' 



M =- 


a 2\ 

a 22 

… 

0 … 

0 


€ K 




a_ 2 

… ^mk 

0 … 

0. 




证明 M 关于矩阵加法与数乘 组成尺 上线性空间并求其维数和一组 
基. 

7. 数域尺上全体次数的多项式所成集合记为尺 o ] 〆 其中 
零多项式次数定义为一 oo ) .证明它关于多项式加法及与尺中数的 
乘法 组成尺 上一个线性空间并证明下面两个 向董组 

l，：，： 2 ，".，：-- 1 ; (I) 

l,x — a,(x — a) 2 , — ,(x — a )" -1 (I) 

(其中都是它的基.求从基⑴到 （ I ) 的过渡矩阵. 

8. 证明下列向量组 e ,, e 2 , C 3,£4 组成尺 4 的一组基，并求向量沒 
在这组基下的坐标： 


(1) d = ( l ,1,1,1), 

^2 = 

= (1,1,-1,-1), 

«3=(1» — 1»1» — D » 

^4 = 

= (1,-1,-1,1). 

沒 = (1，2，1，1). 



(2) €, = (1,1,0,1), 

^2 = 

=(2,1,3,1), 

e 3 =( l ， l ，0,0)， 

^4 = 

= (0,1,-1,-1). 

/3=(1，2,1，1). 




9.在 JC * 中求由基 ei ， e 2 ， e 3 ， e 4 到基 7 i ，72,7 s ，74 的过渡矩阵，并 
求向量/?在所指定的基下的坐标. 

( 1 ) €, = ( 1 , 0 , 0 , 0 ), 71 = ( 2 , 1 , - 1 , 1 ), 

^2 = (0»1 *0*0) » 7艺 = (0,3，1， 0) ， 
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^3 = 

= (0,0,1,0), r/ 3 = 

(5, 3, 2,1), 

^4 = 

= (0,0,0,1). 7« = 

(6, 6, 1,3). 

求卢=(6"6 2 ,6 3 ,6 4 )在 mi* 下的坐标. 

(2) €i = 

= (1,2,-1,0), 


^2 = 

= (1,-1,1,1), 

72 = (0，1，2,2)， 

€ 3 = 

= (-1,2,1,1), 

73 = (—2，1，1，2)， 

^4 = 

= ( — !. —1.0,1). 

= (1 ，3,1，2). 

求 #=(1，0,0,0)在 £],£2,£3，£ 4 下的坐标. 

(3) d = 

=(1,1,1,1), 

7 i = ( l .1,0,1), 

«2 = 

= (1,1,-1,-1), 

72 = (2，1，3，1)， 

€ 3 = 

= (1,-1,1,-1), 

73 = (1 ，1 ，0,0)， 

^4 = 

= (1,-1,-1,1). 

74=(0,1, — 1,一1) 


求 /?=( 1 ， 0 , 0 ，一 1 )在 7 i »72*73*74 下的坐标. 

10. 接上题 （1) .求一非零向 撤夂使 它在基 e 】， e 2 ， e 3 山与 7 l ，7 2 , 
%，％下有相同的坐标. 


§2线性空间的子空间和商空间 


一、 线性空间的子空间 
【内容提要】 

定义 设 V 是數域尺上的一个线性空间，似是 V 的一个非空 
子集.如果 M 关于 V 内的加法与数乘运算也组成数域 K 上的一个 
线性空间，則称 A / 为 F 的一个子 空间. 

命题 线性空间 V 的一个非空子集 M 是一个子空间的充分必 
要条件是，它满足以下两个 条件： 

( i ) 它对加法封闭，即对 A / 内任意两个向量 ■ 有 

( ii ) 它对数乘运算封闭，即对任一 aeM 和任一 k^K， 布 ka^M. 
给定 V 内一个向量组〜，内，…， av ， 令 

L{a x ,a 2 , — ,a r ) = + 4 2 a 2 + …+ k r a r \k { K), 

它称为由向量组々，々，…，心生成的子空间. 
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评议线性空间是最初等的一个代數系统，但它是一个基础， 
代数学的许多大戏都是在这个舞台上演出的.同时它又是一个极具 
典型性的代数系统，代數学的基本思想和基本方法在它身上都有非 
常清楚、全面的体现.本节要研究的子空间和商空间就是代数学基本 
方法的具体范例.在代数学中研究一个代数系统，都是着力研究它的 
子系统和商系统，并运用它们作为破解各种难題的利器.读者在下面 
的学习中，应当注意如何利用子空间和商空间来处理各种问題，从中 
接受代数学独有的一套处理问題方法的训练. 

例 2.1 给定数域 K 上的一个齐次线性方程组 
a\\X x + a u jr 2 + •- + a lH x m = 0 , 

a 2 i 工 1 + a 22 x 2 + …+ a u x H = 0 ， ， r 、 

(a 0 t A ； 


+ a ml x l + ― + a^Xn = 0, 

它的全体解向量是尺 - 中的一个非空子集 M . 根据第一章§ 2中指出 
的齐次线性方程组解的两条性质， M 满足命题中的条件 ( i ) 与 ( ii )， 故 
M 是尺"的一个子空间.这个子空间称为该齐次线性方程组的解空 
间.此齐次线性方程组的任一组基础解系就是线性空间 M 的一组 
基.如果方程组系数矩阵的秩为 r ， 则 

dimM = tt — r . | 

评议这里把齐次线性方程组的理论纳入线性空间一般理论之 
中了. 

例 2. 2在开区间 U ，6) 内存在任意阶导数的函数关于函数加 
法及与实数乘法组成的实数域上线性空间 DU ，6) 内定义子集 

M = [ fix ') 6 D(a , b ) I cosx - + sino : = o }. 

证明 M 是 DU ，6) 的一个子空间. 

解验证它满足上面命题中的两个条件. 

( i ) 设 /( x )，《( x ) eM ， 则 

cosx ^(/( x ) + ^( x )) + sinx ^(/( x ) + g(x)) 

I A 2 fix) L dVOr) 、丄 」 ( d/(x) d/fCr )、 
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d 2 / ( 工） 

dx 2 


+ COSX 


d 2 g ( x ) 

dx 2 


d /( x )] 
dx / 

d ^( x )\ 

^dTl 


(ii) 对任意 /Oc)€M ， ife€R ， 有 


dx 2 


dkfU) 

dx 



d 2 /U) 

dx 2 


ax 


= 0. 


因此， A / 是 £)( a ，《 的一个子空间. _ 

评议线性空间理论在数学分析、微分方程等领域都是有用的 
工具•这是由于摆脱了向量空间的局限性，上升到抽象线性空间的层 
次上才得以实现的. 

例 2. 3在例 1.2 中考査的 MJ/O 上全体数量函数组成的数域 
K 上线性空间7(尺）内，令全体列线性函数组成的子集为 八 / O , 全 
体反对称列线性函数组成的子集为5户(/0(这里设 n >2)， 全体行 
线性函数组成的集合为 Q ( K ) ，则 PUO，SPUO ,QUO 都是 y ( K ) 
的子空间. ■ 


二、子空间的交与和 
【内容提要】 

定义设从，恥为线性空间 V 的两个子空间，称从门从为它 
们的交.又命 

M = {a x - a 2 |a, ^ M lt a z 6 M 2 }, 

称为与 M 2 的和，记做 A ^+ A ^. 

命题为线性空间 V 的两个子空间，則它们的交 
HM Z 与和 M t + M 2 仍是 V 的子空间. 

有了两个子空间的交与和后，可以类似地定义多个子空间的交 
与和.设 M ,， M 2 ，…, M * 为 F 的 A 个子空间，它们的交定义为 
况 1 门从 n … n a /*， 

即这 a 个子空间的公共向量所組成的集合.显然，它是 f 的一个子 
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空间. 

又定义 

M = {«! + + …+ a * I a . 6 Mi,i = 1，2，…，是 } ， 

称为这 A 个子空间的和，记为 Mi + M 2 + 〜+ M 4 . 显然，它也是一个 
子空间. 

定理1 是线性空间 F 的两个有限维子空间，则有 

dim ( M ] + Mi ) = dimMi + dimM 2 — dimM ! 门 M 2 . 

定理1中的公式称为维数公式. 

评议此段给出两个子空间之间关系的数学描述，是我们今后 
处理线性空间问題的有力工具.上面阐述的内容可以用下边的困式 
表示出来.维数公式的意思是：下困中水平方向两个子空间维數之 
和等于垂直方向两个子空间维数之和. 



m, n m 2 


读者必须注意 一点： A ^+ Mz 与 M 1 \ JM 2 不同，后者一般不是子 
空间，切不可将两者混淆. 

在数域 A ： 上线性空间 V 内取定两个向量组 

a,,a 2 , — ,a r> (I) 

A ， A ， ... ， A. (I) 

它们分别生成 V 的两个子空间 M 1 = L ( a 1 ,«2»-, ar ), M 2 = L ( A . 
/? 2 ,向量组 （1),(1) 的极大线性无关部分组和秩分别是 M ,, 
M 2 的基和维数，而向量组 

<*1 ， °^ ， ... ， a rU2，.：，Pi 

的极大线性无关部分组和秩則是 M ,+ M 2 的基和维数. 

如果是在尺"中讨论问題，我们在第一幸§1已经讨论过找一个 
向量组的极大线性无关部分组的方法，现在可用来研究子空间的基 
和维數. 

例 2. 4在尺 3 中给定两个线性无关向量组 
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行向量为0,这就得出关系式叫+« 2 — 乂 + /? 2 = 0,其中已经隐含 
LUnWDL (沐， /? 2 )的基.如果问题较复杂，最后出现几个行向量为 
0,那就相应得到几个关系式，从中同样可找出两子空间交的一组基. 

例 2.5 将实数域 R 看做有理数域 Q 上的线性空间（参看例 
1.1)，令 

Mi= Q (^/~2 ~,^/~3 )= {a+6 ^/~2 +c -\-d |a ， 6 ， c ， d€Q } ， 

M 2 = Q (,^/~2 ,v^5~)= {a-\-b ~V~2 +c +d >/To |a} * 

则 M 1 , M 2 都是子空间.从例 1. 5 及练习题 3. 1第5题已知向量组 
l , V r 2", V r 3", VT ', 

分别是—组基，现求的维数和一组基. 
为此，先求下面向量组 

l .^ y . VT . vT . i .^ y . vT.VTo 

的一个极大线性无关部分组.使用第一章例 1. 10的筛选法.前4个 
向量线性无关，保持不动，第5,6个向量能被前面保留下的第1，2个 
向量线性表示，应刪去.现设 

•n/ - ^" = a + 6 -s/~2^ + c d -n/~6" 

=(a+ b -J~l ) + {c + d VT) 

在引言的例 2 已证 Q ( VT ) ，故 c+rf ^>0. 移项得 
■v/T" — (c + d -V~2 ) = a + b ~J~2 . 

两边平方，得 

5 + 3( c 2 + 2d 2 + Zed J~1 ) -2(.c + d VY ) Vl 5 
=(a + 6 d 

由此推知 

Vis == x 4 - 3 - ^ 2 ~ e Q ( vT ). 

VT ^ 非有理数，故: y ^ O •若 : c = 0, 则 VT^=：y " v / j •设 y = ~(, m , n ^： 
Z ，且(;《，71) = 1)，于是 15 n 2 = 2/ w 2 , 它又推出 m ，《 均为偶数，矛盾. 
故 x 参0,则 
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!5=x 2 +2y 2 + 2xyVY. 


Ly~ e 

矛盾.这表明 vy 不能被前 4 个向量线性表示，应予保留. 
已知 Q (、/ Y ， vT ) 作为 q 上线性空间以 

为一组基，前面证明 -/ i 不能被它们线性表示，故 
■>/"§"). 若 

VTo = a + b ~y~2 + c -s/X + d ~V~ & + e 
(a ， b ， c ， d，e 6 Q ). 


移项得 

( — e + -\/~2 ) = a -\- b ~J~2 + c + d ~V~6 , 

易知 Q ( vT ,/ T ) 是一个数域，上式推出 VTeQ (/7， v / T ), 


这与上面已证的结果矛盾.故 W 应予保留. 

上面结果显示 

l,-/T,^/3',V r 6',>A5 _ ,VlO 
是 Mi + A / 2 的一■组基，故 

dimCAf , + M 2 ) = 6， 

那么 

dim ( M , 门 M 2 )= dimAfi + dimM 2 — dimCM ! + M 2 ) 

= 4 + 4 — 6 = 2. 

显然， Q ( v ^" ，且 Q (4) 作为 R 的子空间恰是二维 


的，有一组基 i ， vy ， 由此立即推出 ■ 

评议上面同时应用线性空间和数域两方面的知识.这个例子 
告诉 我们： 解题时必须把各方面的知识，例如数学分析、几何、代数 
方面的知识综合运用，不能把它们互相隔离. 

例 2. 6 设 V 是数域尺上的线性空间.如果 Af 是 V 的子空间 
且 M 关 V ，则 M 称为 F 的真子空间.证明若 V 是非零空间，则 V 的 
任意有限个真子空间 M „ M 2 ,-, M s 不能填满 V ，即 
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u M 2 u … I) M.^v. 

解V的有限个真子空间的和显然可能等于 V. 上面是真子空 
间的并集，与和完全不同.下面分别讨论两种情况. 

(1) 若V为有限维，设 dimF=« ，在V内取一组基&，&，•••，£„. 
令 



利用范德蒙德行列式和本章§ 1的三可知，从^，。，…，…中任取^ 
个都线性无关，组成V的一组基，因此每个 M, 中至多包含其中 n — 1 
个向量.但 a,，《 2 ， fl3 ，…含无穷多个向量，故必有一个向童不包含在 
MiUMzU-UM, 

(2) 对一般情况，对 s 作数学归纳法.5=1，显然 M ^ V . 现设 s 
= m 时命题成立，即设V的任意 m 个真子空间均不能填满对 S = 
m + 1， 因已知 MiUA^U …取 …，讲）.若 a 

$ 札 +1 , a 即为所求.若 a € Af„ +1 ，此时 A/ 2 ， M 3 ，…， M„ +1 不填满 F ， 
故有卢任 M,(* = 2,3, …， m +1). 若芦任即为所求.若芦€私，考 
査《+#,易知当《关0时冬若有 

Mi ， 与 P 的选取矛盾.因而最多只有一个 a,#0, 使 a+a,/?€A/,. 因为 
K 内包含无穷多个数，故存在0 六^尺 ，使 a + — U 

M m UM m+1 . I 

评议范德蒙德行列式常常会发挥奇妙的作用.当V为有限维 
线性空间时，利用它给出了命题的简捷证明.对一般的证明，主要是 
使用线性空间的基本性质(子空间对加法、数乘的封闭性）构造出所 
需要的向量，其中主要是使用 K 内包含无穷多个数这个事实，如无 
此事实，则本题结论不成立，读者在较深的代数课程中会遇见这种情 
况. 

例 2. 7 考查 M„(K) 上全体数量函数所组成的数域 K 上线性 




第三幸线性空间与线性变换 


空间$(尺）（参看例1.2)，其中全体列线性函数组成一个子空间 
PiK ) ，全体行线性函数组成一个子空间 Q ( K ). 

(1) 求 P(K) 的维数和一组基. 

(2) 求 QUO 的维数和一组基. 

(3) 求尸(尺）(尺）的维数和一组基. 

(4) 求尸(尺） +QUO 的维数和一组基. 

解使用第二章§1中的记号表示矩阵及数量函数 /C4). 

设4—(叫，〜，…，屯）= (%)，令 ei，e 2 ，...，en 为尺"的坐标向量 
(写成 nXl 矩阵），则有 

n 

a k = S a >** £ >* ^ = l ，2 r ..，”). 

若 /ep(/o, 则 

/(A)= /(a, ,a 2 , — ,<rj 

" » n 

=/(I> v v ’ … ， IX " e 、） 

mm n 

=S S … S'#)〆" 〜 v v •"，〜•). 

>.-i 

这表明列线性函数 / 由它在 

(W ， … ， e j) € MniK) O'l,>2,•••,>. = 1 ， 2 ,…，”） 

处的函数值唯一决定.我们有下列结果. 

(1) 任给 K 内 n" 个数 

(> i ， )2 ，…，)• = 1，2，…，” ） ， 

存在唯一的 /ep(/o, 使 

/( w ."，、） = （ a ， … ，人 = 1 ， 2 ， … ’”)• 

证对 A=G^)€M„ (尺），定义 

/(A) = 2 1 … S'iv 〜 y： >iV .4 e 

々 = 1 々面】 j 篱- 1 

这是定义在紙00上的一个数量函数.如果 
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~ a \k 


—V 


>r 

a* = 

a 2k 

= x^k + y^k = x 

b z 

+ ：y 

Cl 




-b n - 


-C n - 


令分别表示把 A 的第;6列换为 p k ,7 k 所得的方阵，则 

n n n 

> i =1 U =1 j 广 1 

n n n 

=E … S … SvA + y c >?'- a ^ c h-h-% 

>1 — 1 >4 = 1 >,*=1 

n n ft 

= 工 2 … ZI … 2 a >,i , * ， 6 >/* ， a v c > 1 ->*->. 

> i-i 厶_1 >„-i 

fi n n 

+ ： v2 … 2 … XXi … v . w )*".). 

> i~i >*™i >„*i 

= xf (, B ) + y / CC ). 

这表明 / 是 M B ( A ：) 上列线性函数，易知 

mm n 

/(w …， 、)= S ■乂 

>1-1 > 2 -l 八- 1 

(2) 定义尸(尺）内 n " 个函数 如下： 

八* 2 "人 ( W … ， e 0 = 8 h -、 8 hf 8 i 入 （奴， h ， … ，■/ " = 1 ， 2 ，…， 《) ， 
这里 H … ，是， =1 ，2,…， m 则 { f ^ k 2 ：. k , Ui ，是2,…，^■=】，2，."，”}组 
成尸(尺）的一组基 • 

证先证它线性无关.若 

n n n 

S S … = 0. 

k x =lk 2 ~l k m =l 

因尸 ao 为线性空间，上式左端为 p (/ o 内一列线性函数.由 poo 
内加法、数乘的定义，对 ( h ，~ 2 ，…，〜 ）e m ,( 尺 ） ，我们有 
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m n n 

0= ( E S …■八 v"*.) (vv“.， e ).) 

n n n 

=S S … S 〜广、〜广 、 (v v …， 〜•） 

= 1 *两 =1 

= S 、〜 :••• 〜 . = X W"in 

* 1 _ 1 * 2 -1 *- _1 

上面 j 、 j 2 … jn 为任意，这表明 {/ Mi ... 4> } 线性无关. 

其次，任给 /e p (尺），设 / u ), ，〜:，…， e > ,) =定义尸 (/o 
内一函数 

m n n 

«= S S … Ssv 

*■■1*2-1 ▲，- 1 

我们有 

n n n 

g 、， e h ，…， V = S S … S svVm,-*/ v v … ， * 人 ) 

=E S … c w - i . - 

*1 - >*2-> *.-» 

根据前面的分析，此时应有 

n n m 

f = g= E S … E c *,v..*.Av ..*.， 

*!->**-> *.-l 

即尸(尺）内任一向董均可由 {/* lV ..*,} 线性表示，从而它是 P ( A ：) 的一 
组基.这表明 dim />(/0=； i ' 

(3) 和对/ H / O 内函数的讨论相平行，若 / eQ (/ o , 则对 A = 
( a 0 )€ M „(/ O , 有 

f ( A ) = 2 2… 
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反之，任给 K 内 n ” 个数 

C>iV .. v 因而存在个行线性函数 

( 

它们也组成 Q ( X ) 的一组基，故 dimQ (/0=«". 

(4) 设 k t k 2 … k K 是前 n 个自然数的一个排列，则对 A=U ii ')e 
MJ / O , 我们有 

n n n 

/* lV 、⑷ =S S... Sw.a.-Av-*/ 6 ), ， v …，〜 ,） 

=S S … S w •. 〜 ,A,*A ? 2 …〜， 

>! — 1> 2 —1 >„*1 

= a *.. = a U x a V t ''' a - l . 

= 茗 v :"./ ■⑷， 

其中是前”个自然数的一个排列.于是 /* 1 * ! ..^=^ lV .,.e 
PCK)r\Q(K ). 由此知 

{/ w ...、 I 々 i 々2 … 々-为 l ，2^"， n 的一个排列 } 

是尸 OOnCK / O 内一个线性无关向量组,其向量个数为 rH . 

(5) 若/€尸(尺）门 QOO , 对前面已知 

n n n 

/⑷= X ! 2… Sw . a ^ vv ."，、). 

i.-i 

方阵(&，、,…，、）的元素中每一列恰有一个1,其他元素都是0.如 
果有力=力，则第 jk = j, 行有两个1，于是必有某行元素全为0,而/ 
是行线性的，此时应有/(% ，…， e >4 ，…， e v …， e > fi )=0. 于是 
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/⑷= 2 … 气 ）， 

其中和号是对前 n 个自然数的所有排列 OuVjJ 求和.设 

/( e )i ，， •. • ， e ). ) = c iih.“i .， 

上面取遍前《个自然数的所有排列.令 

S 〜 •人― ■€ 尸⑷ no ⑹， 

<>1>2 "•>.> 

则 

h (. A )= 2 ； y : ••乂 ⑷ 

Oi > 2 ->.) • 

=S C W-J. a ^ a J t 2'"^.n 

(A 冬 … 人 > 

=S tE 0 = /⑷. 

(w”v 

这表明 

f = h = 2 w-i.- 

(AV •乂 > 

因此， {/ Vrt l (九; 2 …为1，2,…， n 的排列丨是八尺川以尺)的一 
组基，从而 dim 尸(尺） riQ(K)=n!. 

(6) 根据维数公式，有 

dim (尸 (/O +Q(X)) 

= dimFC/O + dimQ(/C) - dim 尸（尺）门 Q ( K ) 

= 2n" — w ! . 

令 

M = = 1，2,…， n }， 

>2 *•••*>- = 1,2,…， ”}， 

S = {/从.“>,丨 （)1)2 …人）为1，2,…，”的排列 } 

={«■>&...、丨（_；'1)2…人）为 l，2，〜，n 的排列}， 

则包含2«”一/«!个向量的集合 

(W) U (N\5) U 5 

恰为尸 (幻 +Q (尺)的一组基（因为尸(尺) +QUO 中每个向量/+发， 
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/可被 Af 线性表示，发可由 W 线性表示，从而 f + g 可由上述 2 n "- 
nl 个向量线性表示 ).I 

评议 此例利用线性空间的理论，对 M„(iO 上的行、列线性函 
数作深入一步的研究.这个课题主要分两步，第一步是把列(行)线性 
函数归结为 n ” 个函数值 /( VV ".，\)， 从而构造出尸 (尺） 的一组 
基; 第二步是对 fePiK ) nQ ( K ) ，指明/归结为 W 个函数值 f ( e h ， 
\， …， \)，这里(九; V _ V -) 取前《个自然数的所有排列.这个例子指 
出，如何把对问题的研究一步步深入下去，是有启发性的. 

此例和例 2. 4,2. 5不同，是先求两个子空间交的维数和一组基， 
再求两子空间和的维数和•-组基. 

三、子空间的直和 

【内容提要】 

定义设 M ,, M 2 是线性空间 V 的两个子空间 + 如 

果对 Af 内任一向量 a ， 其表示式 

a = «! + a 2 ( a , 6 M lt a 2 6 M 2 ) 

是唯一的，則称 M 是从与 M 2 的直和 （亦称从+抓是直和），记做 
M = ㊉ A/ 2 . 

定理2设 M ,, M 2 是数域 K 上浅性空间 F 的两个有限维子空 
间，则下面几条互相 等价： 

( i ) Afi+Mz 是直和； 

( ii ) 0向量表法唯一，即由 

0 = Oi + a 2 ( a , 6 A / i *« 2 6 M z ), 

必定有 a 1 = ar 2 = 0; 

( iii ) M , nM 2 ={0}, 

( iv ) dimA / i + dimAf 2 = dim ( Mi + M 2 ). 

使用如下记号 

t 

A/! + M 2 + … + M* = 

<-i 

定义设 ， M 2 ，…，为线性空间 V 的子空间， + M 2 + … 
+ Mk — M . 如果对 M 中任一向量 a ， 表达式 
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a = a i + a 2 + …+ a* (a,. 6 M,, i = 1 ， 2,… ， A) 

是唯一的，則称 M 是 Mi ,M k 的直和（亦称 Mi + M 2 + •••+ M * 

是直和），记做 

M = ㊉ M 2 ㊉…㊉ M*. 

定理3设从，从，…， M * 是数域尺上线性空间 F 的有限维子 
空间，則下列命題互相 等价： 

( i ) M = Mi + M 2 + … + M * 是直和； 

( ii ) 零向量的表法唯一，即若 

0 = a, + a 2 + …+ a* (a, 6 M, , i = 1 ， 2,… ，是）， 

则 a 1 = a 2 = *«« = a * = 0 j 

(Hi) M, D (2^>)={0} (i = 1 ， 2,… ，是）； 

k k 

( iv ) dim ^ Af , = ^ dimA /,. 

i-l >-i 

评议研究线性空间的各种问題时，使用的一种基本办法是将 
空间 V 分解为子空间的和，即 
V = + M 2 + …+ M *. 

这时会遇到一个问题，即对 K 中一个向量 a 可能有两种表达式 

a= <*1 + + ... + a* 

=A + 戽 + … + 爲， 

其中 洱，/?,€恥（/=1，2^.,々），且洱 不全等于 汉. 出现这种情 旯对我 
们利用 F 的上述分解式是不利的，我们需要排除这种情况，这就是 
?1 进“直和”这个概念的原因. 

给定 F 内 / fe 个子空间，…， M *， 我们总可以把它们加起 
来： M 1 + M 2 + -+ M *. 但加起来是不是直和，这不是由我们主观上 
决定的，而是由这 A 个子空间客观上存在的相互关系决定的，定理3 
的 （ iii ) 把需要满足的关系说得很清楚 •常 见一些初学者不假思索地 
说 •- “作子空间的直和”，意思是 M 1 + M 2 + -+ M * 
是不是“直和”可以随意决定，这就是没有弄明白“直和’’这概念的真 
实含意. 

注意，当 k>3 时， A ^+ A ^ + m + M * 是不是直和是要看它是否 





满足定理 3 中的条件 （ iii ). 常见一些初学者用这些子空间两两交为 
{0}，即 M,DM 产时）来代替条件 ( iii ), 这是错误的. 

例 2. 8在内给定三个向量组 

( i ) a 1 = ( l ,- l ,0,0), a 2 =(2,0,0,0) 5 

( ii ) /3, = (0,0, 1,-1),^=(0,0,2,0), 

( iii ) y 1 = ci,i,i,i),y 2 =(i,2,i,2). 

它们分别生成三个子空间 M 1 = Z ( a 1 , a 2 ), M 2 = L ( A . A )» M 3 = 

L (7,, y 2 ). 

(1) 判断 A ^+ A ^ Mi + A ^ A / z+Ms 是否直和. 

(2) 判断是否直和. 

解容易验证上述三个向量组都线性无关，故 dimA ^ fdimA ^ 
= dimM 3 = 2. 

(1) 决定 din ^ A ^ + A ^) ，即找 ，氣 ，於的秩，为此把它们作 
为行向量排成 矩阵： 



上面矩阵秩= 4,故 a x ,a 2 ,P\y /? 2 线性无关， dim(M|+Af 2 ) = 4, 那么 
dim (Mi DM 2 )= dimA/i + dimM 2 — dim (A^+A^) = 2 + 2 — 4 = 0, 故 
{0} ，于是为直和，可以写成 
决定 dinKA^+Ma)， 即决定 a ly a 2 ,y l ,y l 的秩： 

"1 - 1 0 01 「 1-10 0] n - 1 0 0" 

2 0 0 0 0 2 0 0 0 - 1 - 1—2 
1 111^0 211^0 2 1 1 

-1 2 1 2J LO 3 1 2J Lo 3 1 2 - 



上面矩阵秩= 4,即 dim (.Mi + M 3 ) = 4» 同理， dim (Mi 门紙）一。，即 
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似 ; 门机={0}，故抓+抓为直和. 

同样办法确定的秩为4,即 dim(M 2 +M 3 ) = 4, 从而 
dimCM 2 nM 3 ) = 0, 于是 M 2 nM 3 = {0} , M 2 + M 3 为直和. 

(2) 我们有 

0 = (« 2 — a,) + (^2 — ^!> + ( — 7,) , 

其中 « 2 — O | = ( l , l ,0,0)6 Mi , (/ S 2 — /3,) = (0,0,1,1)6 M 2 ,—7 i = 
1»~1*~1* — 1)6 M 3 . 上式说明零向量表示法不唯一，故 M\ + 
M 2 + M 3 不是直和 .I 

评议此例中 M l C { M 2 ={ 0 ), m 1 C \ m 3 ={ 0 ), MzC \ M 3 = {0} ，但 
M t + M 2 + M 3 不是直和.实际上，我们有 

r, = (a 2 - ai ) + (/? 2 - /9,) e (M, + M 2 ) D M 3 , 

而7 1 = (1，1,1，1〉关0，这表示定理3中条件(出〉不满足，因而从+ 
M2 + M3 不是直和. 

此例也表明，我们不能随意“作 MmM 2 ，M 3 的直和”. 

例 2. 9设 A/ 是数域尺上有限维线性空间V的一个子空间，则 
必存在 F 的子空间 iV, 使 

V = M @ N . 

解若 Af = {0} ，则取 N = V . 下面设在 M 内取一组基 
£i ，£ 2 , …， 则 M = L ( e ,, e 2 , — ,er). 另一方面， e 丨， e 2 , … ，e r 可扩充成 
V的一组基 

— , e ry e r+1 ,-- , e n . 

令 N = L(e r+1 ，…， e„)， 则显见有"=财+〜.又因为 dimV = rj = 
r+(n —r)=<iimM+dimiV， 故由定理2 知： V = M @ N . | 

此例中所指出的子空间 iV 称为子空间 M 的一个补 空间. 

评议注意上面由 dimM+dimA^sV 推出 V = 是在已 

知 V ^ M + N 的前提下，无此前提条件推理不成立.另外， M 的补空 
间不是唯一的，因为 ei ，e 2 , …， e r 扩充为V的一组基的扩充法不是唯 
一的. 

例 2. 10 设 ，…， M* 是数域尺上线性空间V的子空间. 
证明 A/ i +M 2 + ….是直和的充分必要条件是 
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»—1 

M , 门 U ； M ,)={0} (i = 

解注意定理3 ^仅有条件 ( iv ) 要求 M , 是有限维的，其他三条 
均可去掉 M , 是有限维的限制. 

充分性 + 不是直和，则由定理3,零向量表 
示法不唯一，即 

0 =屮 + a 2 + …+ a * ( a , 6 M ,). 

而々，〜，•••，《*不全为0,此时至少有两个不为0.设自右至左第一个 
不为0的是 a ,， 则且 

* — 1 

— «. = h + a 2 + …€ M,. f) ( = {0}. 

J-l 

上式又推出《, = 0,矛盾.故 M ,+ M 2 +-+ M t 为直和. 

» — 1 

必要性任取名 e m . n ( 2 mJ ，则 
>-i 

a ,. = + a 2 + … + a ,_, ( a ; ^ Mj ). 

于是 

0 = a , + a 2 + … + a ,_, + ( — a ,.) + 0 + … + 0. 

由于 A ^+ A ^ + w + Af * 为直和，零 向量表 法唯一，故 a , = 0. 于是 

l — l 

Mi n ( X ] 从 ）={0} (:• = 2,3,…， A ). I 

评议此例对 k 理3的 （ iii ) 略作改进，在某些情况下用起来较 
方便.必要性的证明也可利用定理3的 ( iii ) ，因为 

M,n ( S ^) QM.n ( smJ . 

>-i >-i 

例 2. 11 数域 K 上全体 《 阶方阵所^集 合似„ (尺)关于矩阵加 
法、数乘组成尺上 n 2 维线性空间.设 Af 是它的一个子空间，且对一 
切4€紙(尺），_£?€对，有 AB ^ M . 证明存在非负整数 A 使 dimM = 
kn . 

解若 M = {0} ，则 dimM = 0 = 0 • n . 下面设 Af 非零.于是存在 
4€ A /， A 关0•设4的行向董组是 q ， a 2 ，… ，、按第一章§ 3之五，我 
们有 





162 第三幸綫性空间与线性变換 


0 


这里_/ = 1，2, …， m 现令 
Ai = { 2°-^ 

则 A 是第 Z 个行向量属于 L ( q ，&， …，^)，其余行向量为0的《阶 
方阵所成的集合.因为 M 对加法、数乘封闭，故 AQM , 且 A , 为 M 
的子空间•若 r ( A )= r •，则 dimZXant ^， …， a ,)= r ，于是 dimA .= r •.令 
L{A ) =々 + A 2 + …+ 人. 

因为 A 是由第 f 行外全为0的矩阵组成，而 戍 +… +AH + AW 
+…+汔是由第£行为0的矩阵组成，由此知 

a n (金 4 ) = {oh 

定理 3 的条件 ( iii ) 满足，故 A + 息 +…+ 九 为直和，再由定理 
3的 （ iv ), 有 

n 

dimL { i 4} = ^ dimA . = rn. 

r-l 

因为 Af ,(/0 以{五 0 (: = 1，2,…， ” d = l ，2, …， 》)} 为一组基，即 
dimMAK) = n z . 因此 M 为有限维，取 M 的一组基 
Bi ，B 2 ,-' ,B m (m < n 2 ). 

设昃的行向量组为 U i2 ，…也 考査 F 内下列向量组 

召 11，…，卢 1,，卢21，"•，芦2-，. • •，久 1，…，/ 

设它的一个极大线性无关部分组是 ZmA ， …， 7*，这里 k<n . 若7■是 
B , 的第 < 个行向量，由前面的讨论知它是第 s 个行向量为 
y ,， 其余行为0的方阵，这里5=1,2,《.因 M 为子空间，这些方阵 
之和仍属于 M ， 故以 A ， y 2 ，…， y *，0, …，0为行向量的 n 阶方阵尸 e 
M . 和上面一样，令 

n 

^. = { ^aijEijFlaij 6 A - } (i = 1，2,…，”）， 

>-1 

则 F , 为 M 的子空间，其中矩阵第个行向量属，…，7*)，其 


A 


;行 € M , 


E , y 4 a tj 6 K ] (i = l ,2, — , n ) 
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余行向量为 (Kdim/xy,，y 2 ，…, y*) = a . 令 

L { F ) = A ㊉尺㊉ …㊉ F.， 

此时 L{F} 为 Af 的子空间，且 

dimL{i i， } = kn . 

任取设 C 的行向量组为叫，叫，… ，叫. 因为 

c = c x B x -h + …+ c m B m (c, e K ), 

这表明叫可由 B lt B 2 ,-, B m 的第 :• 个行向量线性表示，从而可由 
A ， y 2 ，…， y* 线性表示，于是叫€ l (y, ， y 2 ，…， y*). 而这又推出 E„ce 
F /( i = l f 2 t — ，n) ，那么 

n 

c = e 厂 + F 2 + … + F n = L { F ). 

i-l 

由此知于是 M = L { F }， 故 dimM = 如. | 

评议在第一章 § 3 讨论 M.(K) 时曾指出，每个 ZeM〆/：) 均 
可由矩阵 {£,,} 线性表示，因此可由讨论代替一般矩阵 A. 而 £ 0 在 
矩阵乘法中有很好的性状.本例充分地运用了这个矩阵技巧，化难为 
易.此例完全决定出所有具有题中所述性质的子空间 M . 只要任取 
K " 中一个线性无关向量组，…，按上述办法构造出 MAK ) 
的一个子空间 L{F}， 它就是所要的子空间 A/， 特别地，选取的前 
走个坐标向量 epQ ，…， e*， 它构造出来的是 
M= L(F) 



~ a n a \2 

… 

0 … 

O' 



- 

a 2\ a 22 

… a 2k 

0 … 

0 

e m.(/o 

e k 


- a n\ a n2 

… ^nk 

0 … 

0 . 




四、商空间 
【内容提要】 

定义 设 M 是数域尺上线性空间 V 的一个子空间. a 是 V 内 
的一个向量•如果 V 的一个向量 Y 满足： cZ - aeM , 则称 Y 与 a 模 
M 同余 ，记做 


a 1 = ff(modM). 
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不难看出，向量模 M 同余的关系具有如下三条 性质： 

1) 反 身性： a = a ( xaodM ) j 

2) 对称 性：若 o ' = a ( modM '), 8 'J a = c / ( modM )； 

3) 传递性：若 d ’ 三 d ( modM ) ^ ol 三 a ( modM ) ，则 

a " = a ( modM ). 

故糢 A / 同余是 V 中的一个等价关系. 

设 a 是 V 中任意一个向量，定义 V 的子集 
a + M = {a + m|m6 M}. 

我们称 a + M 为一个糢 A / 的同余类，而 a 称为这个同余类的一个代 
表. 

关于模 M 的同余类，有如下简单的 性质： 

1) a 7 三 a ( modM ) a 7 — 

2) a , 6a+M<=>a , +A/=a+A /； 

3) a 4- M =0+ M <=> a 6 A/j 

4) 若 a ，+ M 尹 fl + M , 則 （ V + A ^ rUfl + M )^^. 

命 F 表示 F 内模 A / 的同余类的全体所成的集合. 

( i ) 定义 

(a + M ) + ( y ? + M ) = (a + 芦）+ A /, 

( ii ) 对任意 AG 尺，定义 

是 （a + M ) = ka + M . 

容 易验证 ，上面定义的加法、数乘在逆辑上无矛盾而且满足线性 
空间的八条运算法则，于是 F 关于上述加法、数乘成为数域 K 上的 
一个线性空间，称为 V 糢子空间 M 的商空间，记做 V / M . 

为了把商空间的元素写得简单一点，我们使用 记号： a + M = a . 
于是由 （a + M ) + (/? + A /) = (« + #)+ A / 得出5 + 孑=^+#，又由 
k ( a - j - M ') = ka-\-M 得出 A a = ka . 一般说，有 

+ k 2 a 2 + — 4 - k,a, = k x a x + k 2 a 2 + — + k,a„ 

命题设 V 是数域 K •上的 n 维线性空间， Af 是 V 的一个 m 维 
子空间，则 dimV / M = n — m . 

评议商空间的概念常使初学者感到费解，甚至产生畏惧 心理. 
究其原因，大概有以下几点： （1) 的元素是 F 的子集 《+ A / (模 
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Af 的同余类），似乎异乎寻常.实际上在日常生活中这是一件司空见 
惯的事.例如一个班鈒有120名学生，为便于管理，把他们每10人为 
一小组，在组织活动时以小组为单位分纪任务.用數学的语言说，全 
部12个小组组成一个新集合，每个小组就是新集合中的一个元素. 
在线性空间的定义中，我们只要求 V 是一个非空集合，对 V 中的元 
素不必知道有何具体属性，这就具有极大的包容性.把 V 的一个子 
集当做一个新集合的元素就是顺理成章的事，不应感觉奇柽； 
(2) —个模 M 的同余类 a+M 的代表元素选择不难一，可能有 a + 
M =/3+ Af . 其实这没有什么不正常的 . a + M 既然是 V 的一个子集， 
那么从中挑选哪一个来当代表元素自然是可以随时变化的.例如上 
面把10名学生作为一个小组，确定张三为组长，张三就是这个小组 
的代表.但也许会换小组内另一名学生李四来当组长，于是李四就成 
为这个小组的代表； （3) 在 F / M 内定义的加法、数乘是子集 a+M 
与 /?+ Af 的加法，数乘是与子臬 a + M 的数乘，这是因为在 V / 
M 内 a+M 已经当做集合内一个元素.它们只有在 V 内才是由许多 
元素组成的子集，到内已经把其中的元素都隐去，只成了一个 
单一的个体，所以它们之间可定义加法及与尺中数的数乘运算.当 
然其定义是依赖于代表元素的选取的，而代表元素却可以随时变更， 
所以必须证明这样定义不会因为代表元素的变更而产生矛盾.从这 
点说，商空间确实较为复杂，但只要时时留心模 M 同余类的四条基 
本性质，问题是不难解决的. 

如果 dimA /= r ，那么一个糢 M 的同余类 a + M 就是第一章§ 1 
的例 1.11 所讨论的几何学中的一个 r 维线性流形. 

研究一个代数系统樓它的某些子系统得出商系统是代数学中普 
遍使用的第二种基本方法.研究线性空间的商空间是此种方法的一 
个典型例子，读者应当对它透彻领悟. 

例 2. 12在尺 5 内给定向量组 

7i = ( — 1*2.0, — 1» — 1 ) » Vi — (0,1 , — 1,0, — 1). 

令 Af =_ L (7 i ，72)， 又给定三向量 

= ( 1 , - 2 , 0 , - 1 , 2 ), 

« 2 = (1, 一 1，一 1,1,0), 
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々 i a i + 是 2 a 2 + k 3 a 3 = + k iVs 6 

即 走 i a i + k 2 a 2 + k 3 a 3 = 4,0! + k 2 a 2 + k 3 a 3 = 0. 

由此知在 / C 5 / M 内向量组线性相关. ■ 

评议在利用商空间来处理问题时通常有两个步骤： （1) 根据 
问题的特性寻找一个适当的子空间 M ， 然后将 V 内的问题转化成商 
空间 V / M 内的问题.由于 WM 的维数较低，问题较易处理（如果是 
对线性空间的维数作数学归纳法，则根据归纳假设，在 V / M 内要证 
的命题已成立 ）；（2) 再把 V 7 M 中得到的结果返回到 V 中来，这里 
关键是使用模 M 同余类的四条性质，特别是其中的 3). 此例是把 V / 
M 中的问题返回到 7( 这例中是 / C 5 ) 来寻找解决途径.读者应从中学 
习在 V 和 V / M 中来回转换的办法. 

例 2. 13设 V 是数域尺上的 n 维线性空间, M 是 V 的一个子 
空间.在 M 内取定一组基 e M e 2 , …，•，扩充为 V 的一组基 
e r , e r+1 ,— V/M 有一组基为 e r+ ,, — 

解因为 dimV 7 M=dimV — dimA/=n — r ， 故只需证 S r+1 ，…乂 
线性无关.设有 

k r+i e r +i + + k n l n = 0, 

则 A r +1 e r+1 + …+ = 0 + M . 

由模 M 同余类的性质 3) 知 + 故 

是 r+1 e r+ i + …+ k n e n =是士 + …+ k r e r . 

移项，得 

— 々 〆 ，一 … 一 k r e r + 4 r+1 e r+1 + …+ k n e n = 0. 

因为 Q ，…， e r ， e r +1 ，…， e ， 线性无关，故< +1 =… = h = 0. 这表明 e r+1 , 
… A 线性无关，为 V / M 的一 组基. ■ 

练习题 3. 2 

1. 在实数域上线性空间 C [— ir ，7 r ] 中由向董组 
1， cosx , cos 2 x , cos 3 x 

生成一个子空间 L ( l ， cos ： r ， C os 2： c ， cos 3： r )， 求此空间的维数和一组 
基. 
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2. 证明： 有限维线性空间 V 的任一子空间 M 都可以看做是 F 
内一个向量组 a ! , a 2 , — , a , 生成的子空间. 

3. 如果 ha + 是 2 /3+是 3 7=0,且是七尹0, 证明： 

L (, a , J 3 ) = L ^ f 7 ). 

4. 在中求由下列向量 «,,« 2 , a 3 ， a 4 生成的子空间的基与维 
数： 

(1) 0! = (2,1,3,1), «2=(1,2,0,1), 

«3 —(―1»1» — 3,0), a 4 = ( l * 1.1*1)； 

(2) «, = (2,1,3,-1), « 2 =(-1，1，一3,1)， 

03= (4 *5,3,-1), a 4 = C 1 ,5» — 3,1). 

5. 在 / C 4 中求齐次线性方程组 

+ 2工2 _ 5:3 + 4工< = 0， 

3工1 — x 2 + Sx 3 — 3工《 = 0， 

[3工1 + 5:2 _ 13:3 + 11:4 = 0 
的解空间的基与维数. 

6. 求由下列向量 a , 所生成的子空间与由下列向量 A 生成的子 
空间的交与和的维数和一 组基： 


0) ai = 

(1,2,1,0), 

/?1 = 

= (2,-1,0,1), 

«2 = 

(- l ， l ， l , l〉j 

^2 = 

= (1,-1, 3, 7). 

(2) ai = 

(1,1,0,0), 


=(0,0,1,1), 

a 2 = 

(1,0,1,1); 

/?2 = 

=(0,1,1,0). 

(3) a 】= 

(1 ，2, 一 1 ，一 2) ， 


= (2,5,-6,-5), 

a 2 = 

(3,1,1,1), 

馬= 

= (-1,2,-7,3). 

«3 = 

(一 1，0，1，一 1); 




7. 命# 表齐次线性方程组 

aii^i + a 12 x 2 + …+ a u x n = 0, 

a 2 l 工 1 + <*22^2 +'•••+ a^Xn = 0, 


+ a m2 x 2 + — + a n x„ = 0 
的解空间，而 A /, 表齐次线性方程 
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a,i^i + a; 2 x 2 + ... + a in x H = 0 (z = 1 ， 2 ， … ， m) 

的解空间， 证明 ： . 

8 . 设 Af 是线性空间 MJA ： ) 内全体对称矩阵所成的子空间 ， W 
是由全体反对称矩阵所成的子空间，证 明： 

M m iK) = A/ ㊉ 从 

9 . 在线性空间 M„ ( 尺）中，命分别表示全体上三角、下三 
角矩阵所成的子空间，问是否有 M/ZOzM ㊉ W? 为什么？ 

10 . 设 A /, 是齐次线性方程 

工1 + 工2 + ... + X H ~ 0 

的解空间，而 m 2 是齐次线性方程组 

工1 =工2 = ... =工》 

的解空间， 证明： K K =M,®M i . 

11 . 设 V=M ㊉ ； ^ ，从 = 竓 © 从 2 ，证 明： 

V = ㊉ A/ z ㊉ N. 

12 . 设是数域上线性空间 F 的两个子空间且 
设 M 的一个补空间为1，即 V=M ㊉ L ， 证明 N=M@(Nf]L). 

13 . 设数域 /C 上的 n 维线性空间 V 分解为子空间的 直和： 

V = ㊉ M 2 ㊉…㊉ M*. 

证明： 在每个 M,G = 1，2 , … ，幻内取定一组基,把它们合并在一起即 
得 K 的一组基 . 

14 . 在内给定三个向量组 

(i) o, = (-l,2,l,l),a 2 =(l,0,l,l); 

.(ii) A = (1,1,1,1), ^ 2 = (-2,0, -1,-1), 

(iii) y, = (3,l,0,-l),y,= (0,1,0,1). 

令 M, =LCa,,a 2 ) ，M 2 =L(^ ，爲） ,M J =L( 7 1 , 7 2 ). 

( 1 ) 判断 A^+A^il^+A^Mz+Ms 是否直和 . 

( 2 ) 判断 A^+A^+Ms 是否直和 . 

15 . 在 K 4 内取定向量组 

ai = (1, - 1,1,1), « 2 = (2,1,0,1). 

令 M=L(a,,a 2 ). 试求 K^/M 的一组基 . 

16 . 令 A / 为 M„(ZO 内全体反对称矩阵所成的子空间，试求 
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M -( A：)/M 的维 数和一 组基. 

17. 设 M 为线性空间 V 的一个子空间.在 M 内取定一组基 El ， 
e 2 ，…， ，用两种方式扩充为 V 的基 

«, , — , e r , e r+1 ，― t e „； 
eWr ， Vr+l ， . ：， V ： 

这两组基之间的过渡矩阵为: r , 即 

h ， … ， e r ， 7 r+ i ，••.，”■) = ( £i，— ,e r ,£ r+ i，—,£«)T , 

其中 

\E r * 1 
T = ^ . 

0 T 0 J 

证明： V / M 内两组基 

e r +i = e r+1 + My lr+i = Cr+2 + My —. e„ = e n + M； 

Vr+i = 7 r+i + M, r/ r+2 = 7 r+2 + M, —, rj n = rj n + M 

之间的过渡矩阵为 7 VBP 

( 么 +i ， … ， t) = (e r+ i ， —,e,,)To. 

§3 线性映射与线性变换 

一、线性映射的基本概念 
【内容提要】 

定义设 C /， V 为数域尺上的两个线性空间，/为 C / 到 F 的一 
个映射，且满足如下 条件： 

(1) 对任意 a，peu， 有 

/(a + /?) = /( a ) + /(/?){ 

(2) 对任意4€尺，有 

f(ka') = kfia) , 

则称/为 f / 到 V 的一个线 性映射 . C 7 到 F 的全体线性映射所成的 
集合记做 Hom ( C /, V ). 

由线性映射的条件 （1),(2) 立即 推出： 

(3) 对任意《，/?€^/4，/€尺，有 
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fika -f Ip) = 是/(«) + //(/9). 

反之，若 C 7 到 V 的一个映射满足 （3), 只要分别令 A =/ = l 及/=0即 
知条件（1)，（2)成立，从而为一残性映射.更一般地，我们有 
(4) 对任意 ，…， 

/( 是 i tf i + A 2 a 2 + …+ kia,) 

=+ h/h) + ... + 

上面的 （4) 是线性映射最基本的属性，线性映射的所有理论都是 
以 （4) 作为立足点的. 

从线性映射条件 （2) 立即推出：/(0) = 0, /(-«) = -/(«). 
定义 设 f / 与 F 是数域 K 上的线性空间，如果存在 t ； 到 V 的 
线性映射/同时又是双射，則称 C / 与 F 同构 ，而/称为 t ； 到 F 的同 

构映射. 

定义 设 c ;, y 是数域尺上的线性空间，/是（/到 v 的线性映 
射 .定义 

Ker / = {a 6 f /|/( a ) = 0} , 

称为线性映射/的祛.又定义 

Im / = {/( a ) |a 6 f /} , 

称为线性映射 / 的像集. 

命题 设 f /氺 是数域尺上的线性空间， / eHomO /， VO . 则有： 

( i ) Ker / 是 t ； 的子空间，/是单射的充分必要条件是 Ker /= 

{ 0 }, 

( ii ) Im / 是 V 的子空间，定义 Coker /= V / Im /. /是满射的充 
分必要条件是 

Coker / = {0}. 

Coker / 称为线性映射/的余核. 

评议 世间事物之间都存在各种复杂的关系.我们办任何事 ，都 
必须注意考察、妥善处理并利用这些关系•在数学领域把研究对象当 
做一个集合，所以就要考查集合之间的关系，而集合之间的映射就成 
为它的得力工具.代数学研究的是集合内的运算，因此要讨论的就是 
代数系统之间保持运算对应关系的映射.在引言中曾指出，數域间保 
持加法、乘法对应关系的映射，即数域间（特别是一个数域到自身）的 
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同态映射，是研究一元代数方程理论的利器.在第一章，我们利用数 
域 K 上一个 mXn 矩阵 d 给出向量空间到尺 m 的保持加法、数乘 
对应关系的映射/&并指出矩阵乘法 AS 实际上就是这种映射间的 
乘法： / z / bs / m . 现在我们已经把向量空间提升为一般的抽象线性 
空间，那么 K "~* K m 的映射也应提升为抽象线性空间之间保持加法、 
数乘对应关系的映射，即线性映射.这就是我们今后要着力研究线性 
映射的原因. 

如果/是到 F 的线性映射，那么它的像集 Im / 是 V 的子空 
间，/实际上只是 t / 到 Im / 的线性映射，这时它是一个满射.进一步 
要问的问 题是： /是否把 [7 的不同向量映射为 V 的不同向量？即/ 
是否单射？如果 /( a )=/(/9), 按线性映射的性质，有 /( a —#)=/(>) 
_ /(沒）= 0,于是 a — Ker /. 反之，设 a —/9 = 7€ Ker /， 则 /( a ) — 
/( 沒） =/( a - y 9)=/00 = 0, 即 /( a )=/(/5) •利用 §2商空间的概念 
即知 /( a ) =/( 沒）的充分必要条件是 ^= a +7€ a + Ker /. 

例 3.1 设/是数域尺上线性空间到 K 上线性空间 V 的线 
性映射，且/为满射，即 Im /= F .定义 iZ / Ker / 到 F 的映射 
7: t // Ker /— V , 

a + Ker / ►—►/( a ), 

则 ySCZ / Ker / 到 V 的线性空间同构映射. 

解 因为 U / Ker / 内向量表示法是不唯一的，即可选取不同的 
代表元素，而上$ 7的定义却依赖于代表元素的具体选择，因此我 
们必须先证明7的定义实际上与代表元素的选法无关.设有# + 
Ker /= a + Ker /， 从模 M = Kerf 剩余类的性质 1) ，2)，即知 a + 
Ker /. 而上面已指出，这时 /(/?)=/(«). 即 ?(/?+ M ) =/(/?)=/(«) 
= 7( a + AO . 即7的定义不会因为改取#为 a + M 的代表元素而发 
生矛盾.现在 

7((a + M ) + (存 + M)) = 7((a + 々）+ M ) 

= /(a + /3) = /( a ) + /(沒） 

= 7 (a + M ) + /(^ + M ) , 

7( k(a + M ))= f(ka + M ) = f 、 ka 、= kf (. a ) 

=kf {a + Af ). 
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上面的推理证明7是 i 7/ K er / 到 V 的线性映射.因为/是满射，即 
/ O ) 06 cp 充满 V ，故知7也是满射. 

若有 7( a + M ) =/( a )=/(^+ M ) =/(沒），则上面已指出这时芦 
— ffGKer /= M . 又按模 A / 同余类的性质1)，2)推出 a + M =/3+ M . 
这说明7是一个单射.从而 ySCZ / Ker / 到 V 的同构映射. ■ 

评议此例的逻辑推理似乎有些抽象，但它的直观意义其实很 
简单 明白： C 7 中在/下映为 V 内同一个向童的全体向 M 是 t / 的一 
个子集（前面已指出是 a + Ker /). 如果把这些子集每一个当做一个 
单一元素，它们合并成为一个新集合，那么/就成了这个新集合到7 
的一一对应，变得较为单纯.而从§ 2知道这个新集合就是商空间 
U / Kerf , /正好诱导出 CZ / Ker / 到 V 的线性空间同构7 

把上面的一般理论应用到具体例子上•设 Z 是数域 K 上一个 m 
Xn 矩阵，它给出 到尺" 的线性映射/+因为 f A ( X ) = AX 是用 
X 的分量作4的列向量组的线性组合，设 A 的列向量组为 
a 2 ，…， a „， 则人的像集是尺*的子空间 N = L (. a lt a t , — f a K ) = { x , a ,+ 

工 2 « 2 +…十工為 | X ,-€ AT }. 显然 dimW = rM ). 而 Kerf A = { X 6 / C " | 

AX = 0} 恰为齐次线性方程组 AX = 0 的解空间.因为 /^/ Ker / x 与 
N 同构，同构的线性空间维数相同，而根据§ 2的知识已知 

dimK n / Ker /^ = dim / C " — dimKer /^ = dimN = r ( A ), 

因此，齐次线性方程组 AX = 0 的解空间的维数，即其基础解系中向 
M 个数为 dimKer/ /l = dim / C -- r (> i )= n - r ( yO . 用线性方程组理论 
来证明这个事实是比较烦琐的，现在用一般抽象理论,它只不过是一 
个简单例子而已.这充分显示一般理论的威力. 

例 3. 2设 F 是数域尺上的线性空间， M 是它的一个子空间. 
定义 V 到商空间 V / M 的映射 

<p ： V—V/M, 

则有 

?<a + /9) = (a + ^) + M = (a + A/) + (/? + M) 

= <p(.a) + 〆 /?)， 
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tpika ')— ka M = kia M ) = ktpfjz '). 

于是 P 是 V 到 V / M 的线性映射，称为自然映射. p 显然是一个满射. 
那么 Kerp 是 F 的什么样的子空间呢？我们有(根据§ 2中模 M 同余 
类的性质 3)) 

a ^ = a + A/ = 0 + M<=^a ^ M f 

这表示 Ker < p = M . | 

评议这个例子给出了 V 与商空间的关系，利用它可以把 V 中 
的问题转换为商空间 V / M 内的问题，使问题得到简化 . $既然是线 
性映射，那么 

^^\°\ + ^2°2 + ■** + 灸 r a r ) 

=+ kt<p(.a t ) + ••• + k r <pia r ). 

或者写成简单记号，因 9< a ) = i ， 故上式可写成 

是 i a i + 是 z a 2 + …+ Ka r = k x a x 4-是 2 a 2 + …+ k r a ” 

上面两种等价的写法读者都应熟悉. 

例 3. 3 设/是^■到的线性映射，证明存在数域尺上的 m 
乂^矩阵九使/=/+ 

解 考査尺”的坐标向量 



设 



e K m 


O ' = 1，2,…，”） • 


令 
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那么，我们有 /(^)= zx 产对任意 a ex "， 有 
a = k x Xi + H + …+ k n X n . 

于是 

/(«)= kjcx,) + *:/(X 2 ) + … + kJXXJ 

= kJAX ,) + 认 ( x 2 ) + … + kJ A (XJ 

=A (a). 

由此推出/=/+ I 

评议此例说明到尺”的所有线性映射都是由一个 mX « 
矩阵 A 决定的映射这里用到的基本事 实是： 有限维线性空间实 
际上由它的一组基就可以决定，而线性映射的线性性质恰好也把它 
的作用完全归结为它在一组基处的作用，把这两者结合起来就有本 
题的结论. 

二、 线性映射的运算 

【内容提要】 

关于线性映射的 运算： 

(1) 给定 /, g € H 0 m ((7， V ), 定义 

(/ + g~)a = /( a ) + g ( a ) (V a 6 t /), 

则 f + geHom ( U , V ). 

(2) 给定 /€ Hom ( C /， F ) 及 A 6/ C ， 定义 

a/)(«) = 々 /⑷(V «e t/), 

则 A/e Horn OMO . 

(3) 设都是数域 / C 上的线性空间.如果 / eHom ( t /,7), 
g € Hom ( V ， WO , 定义 

( g/)a = g (/( a )) ( Va 6")， 

线性映射的加法、數乘满足线性空间的八条运算法则，故 
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HomO /， V ) 关于上面定义的加法、數乘成为數域尺上的线性空间. 

线性映射的乘法满足如下运算法則（在下面总假定出现的乘法 
是有意义的）. 

(1) 乘法有结合#: ifg 、 h = figh 、. 

(2) 加法与乘法有分 律： 

fig + h ) = fg + fh -, 

(/ + g)h — fh gh . 

(3) H 任竟 keK ， k < Jg ) = ( kf ) g = f ( kg '). 

评议线性映射是矩阵的抽象和提升，矩阵之间有加法、數乘和 
乘法，这些运算理当提升为线性映射的运算.从直观上看，两个线性 
映射 f , g 相加相当于把它们的作用叠加起来，而数乘 A / 则是将/ 
的作用护大（或缩小）若千倍，乘法則是把两个线性映射的作用首尾 
相接，得到一个更大的线性映射.而其所以可以这样做，得益于线性 
空间本身具有加法和数乘运算.注意，现在 Horn ( t /， F ) 本身也 
成了 K 上线性空间，这为它们的研究展开了宽广的前景. 

例 3. 4设 W 是数域尺上的线性空间.从 [/到 V 的一个映 
射/若满足 /(“+/?) =/( a )+/(/3 )(V a , 々€(/)，则称为一个半线性 
映射.令为到 V 的全体半线性映射所成的集合.在 
QO /， V ) 内定义加法、数乘如下： 

«) 对任意令 

(/ + g )( a ) = /( a ) + g ( a ), 

( ii ) 对任意4€尺，/€007，10，令 

(A/) (a) = kf(.a). 

证明： 

(1) f+geQW,v'>,kfeQ(u,v) i 

(2) QO /， F ) 关于上述加法、数乘成为 K 上线性 空间； 

(3) 若尺是有理数域 Q ， 则 Q «7， F )= Hom ( C 7， TO . 

解 （1) 我们有 

(/ + g)(a + /?)== /(a 十 /9) + g{a + /?) 

=/⑷ + /( 芦）+ g { a ) + 

= (/(«) + g(a)) + (/ 0 ?) + g(M 
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=(/+《)(《) + (/+ 犮 )㊈ ， 

故 /+ geQO /， F ). 又 

(々/)(« + 妁= kf(.a + ^)=々(/(«)+ /(^» 

= kf ( a ) + 導）= (*/)(«) + (々/)(/?)， 

WikfeQ (. u , v '). 

(2) 加法显然满足交换律、结 合律. [/到 V 的零线性变换 00) 
= 0显然是（307，\0内零元素.对/€00/少），（一1)/显然满足 
(一 1)/ + /=0.容易看出线性空间的其他运算法则也成立， 
故 QO /， VO 是 / C 上线性 空间. 此时 H om ((/， V ) 是 QO /， V ) 的子空 
间. 

⑶只要证对任意 

首先，/(0)=/(0+0)=/(0)+/(0)，故/(0) = 0.又由0 = /(0)= 
/(«+( — a ))=/( a )+/(- fl ) 推出 /( — fl ) = -/( a ). 对任意正整数 
”，有 

/( wa )= f(a + a + …+ a ) 

= /(<*) + /( a ) + …+ /( a ) = n /( c )； 

/( — na )= /(( — a ) + ( — a 〉+ … + ( — a )) 

=/( — a ) + f (. — a ) + … + /( — a ) 

= nf { — a ) =— n /( a ). 

现在对非零整数„，有 

’ ⑷ = 心) =/ (心(士 a ). 

由此推出 /( 士 a ) =^-/( a ). 于是对任意有理数 

f [ m [ » ) = w ( 士 aj =^/( a )=々/( a ). 这表明 /6 Hom Cf /, V ), 

从而 Q 07， y )= HomO /， V ). | 

评议半线性映射通常用来讨论线性空间只与其加法运算有关 
的 课题. 但如果基域尺是有理数域，则它同时就是线性映射.这原因 
是有理数仅由整数经加、减、乘、除就能生成•其他数域则不具备这种 
性质. 
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三、 线性映射的矩阵 

【内容提要】 

设是数域尺上的线性空间，且设 dimf / = n，dimV = m .设 
/€ Hom ( t /， F ). Sf 7 内取定一组基£〗，£ 2 ，...，6,，在^'内也取定一组 
基 7 i ，？2，.“，7". 

基本命题 记号如上述.我们有如下 结论： 

( i ) [/到 V 的 任一浅 性映射/由它在 C 7 的基 £ l , e 2 ，…，处的作 
用唯一决定，就是说，如果又有 g € Hom ( U ， V ) 使 g ( e i )=/( e i )(t = 
1，2, …， 7»>，則发 （ a )=/( a ) (V a ^ U ) j 

( ii ) 任给 V ■内 w 个向量 q ， a 2 ，…， A ，必存在难一的/ 6 
HomCJ /， VO ，使 /"(£,.) = a ,.( i ' = l ，2,…，”） . 

根据基本命題，只要知道/(^)，/“:），…，/(£»)，那么 /(«) 就被 
唯一决定了 .而 /( e ,) 可表为 V 的一组基 ％，％，•••，7 -的线性组合.设 
/( £ >) = <* n 7 i + a 21 7 2 + …+ a m ] 7/ m , 

/(A) = a 12 7i + a 22 72 + …+ a m2 7* » 


/( e ,) = a ix rjj + a2jt % + … + 

令 



那么，上面的 n 个等式可以偖助矩阵乘法的法則形式地表示成 
(/(£i),/(e 2 ), — ,/(£.)) = (7 i ， 7w ， 7-M. 
mXn 矩阵4称为线 性映射/在给定基下的矩阵. 

对任意4€尺，妙在上述给定基下的矩阵显然是设茗 e 
Horn ( U , V),g 在上述取定基下的矩阵为 fi ， 則 f+g 在上述取定基 
下的矩阵就是 4+ B . 

如果 / eHom ( t 7， y )， 在上述 i 7， V 内取定的基下的矩阵为儿 
又设 g -6 Hom ( V ， H 0, 在 W 内取定一组基设 g ■在 V ， 
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W 内取定的基下矩阵为 _ B ，那么发/在 （7, W 取定的基下的矩阵为 
BA. 

评议矩阵是具体的，线性映射是抽象的.把矩阵上升为线性映 
射，这是提高了 一个层次，它观察问題立足点高了，许多问题看得更 
直观，更 透彻. 同时它的应用范围也 扣宽了 .但在这里，对有限维线性 
空间，我们又把线性映射回归为矩阵，就是让抽象回归为具体，这也 
是研究问題时常用的基本方法.因为具体事物处理起来也有它的好 
处，例如当我们需要作计算时，抽象线性映射无法作具体计算，但把 
它转化成矩阵后，我们就可以作计算了. 

在计算线性映射/在取定基下的矩阵时必须 注意： 将 /( e ,) 表 
成… ，如 线性组合时，其系數是矩阵4的列向量而非行向量. 
例 3 .S 给定尺 4 到尺 3 的线性映射/ 如下： 

' _ 3工 2 +工3 — 工《 • 

x x — x 3 + 5 x 4 . 

-2xj — 6x z + x 3 — 

取尺 4 的坐标向量为它的一组基，又取尺 3 的坐标向量 ％， 
为它的一组基，求/在取定基下的矩阵 
解 按定义有 




'O' 


/(£i) = 

1 

= 


- 2 - 




3' 

/(e 2 ) = 


0 



6 - 



r 

f(e 3 ) = 

— 

l 


■ 

i- 


■— 

l' 

/(e«)= 


5 



1- 


Vi + 27 s , 


37i — 6? 3 1 


7i — 72 + 73! 


~ Vi + — 73 - 
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于是 

"0-3 1 

A = I 0—1 
2 - 6 1 

例 3. 6给定数域 K 上线性空间 C /， F ， 其中 dimt / = n,dimF = 
m . 设 / eHom 07， V ). 在 （7 内取定一组基 ei ， e 2 ，…， e ， ，在 V 内取定 
一组基％，％，…，设 X 是/在所取定基下的矩阵.证明尺上 m X 
n 矩阵 E 是/在 f /， V 内另外取定基下的矩阵的充分必要条件是 S 
与 Z 相抵或 r (5)= rC 4). 

解为叙述简明，我们使用形式写法.对 [/ 内任意向量组《,，〜， 
…，《”，令 

/( a ,, a 2 , — , ff „) = (/(…，/(〜），…， /( a „)). 

容易验证，对 A ■内任意《阶方阵 C ， 有 

/[( a i ， tf 2 ， “. ， OC] = [/(<*!,a 2 , — ,a,,)3C. 

必要性设在 f / 内一组基 e ;，<, …， e ：；,K 内一 组基“ •••，％ 
下/的矩阵为£，即 

令 

(< ，4 *...，< ) = ( e , 

…、 " im 、 = (7 i ，7 z ，".，7 m ) P ， 

其中 Q 为可逆 n 阶方阵， 为可逆 m 阶方阵.代入/的上面表达式 
得 

/[ Cei * e 2 » —. e ») Q ] = [/( e !， e 2 ，"-， e,)]Q 

=[(7i ， 7” …， = (VifVt>-'fVm)(AQ) 

= [(71,7”."，7-)尸]5= (71，7 2 ，".，7>»)(尸5). 

上式表示 V 中一组向量/( £ ;)，/«)，".，/(0在其一组基 7l ， 72 , 
... 下的两组表 达式. 由于向董在一组基下表达式是唯一的，故有 
= 即 B = P ~ l AQ . 根据第一章§ 3( 五）中矩阵相抵的等价命 
题即知石与 A 相抵. 

充分性若 S 与 A 相抵，即存在 m 阶可逆方阵 尺及” 阶可逆 






§3 线性映射与线性变換 181 


方阵内各作基变换 
(^. e ^ — . ei ) = ( e ,, e 2 , —, e ,,) Q , 

H …， O (7 i ，7 2 ,…， 7-) 尸. 

按照上面推理，若设 / 在新的取定基下矩阵为说，则有 
B x = P-'AQ = RAQ = B. | 

评议在第一章§3介绍了矩阵相抵的概念，两个同类型矩阵 
相抵就是能经初等行、列变换互变，这等价于它们的秩相同.现在我 
们站在更高的观点看，相抵实际上就是同一个线性映射在不同基下 
的矩阵之间的关系，这就把相抵概念的实质完全弄清楚了. 

四、线性变换的基本概念 

【内容提要】 

定义设 F 是数域尺上的线性空间 M 是 F 到自身的一个线性 
映射，则称 A 为 V 内的一个线 性变换 内全体线性变换所成的集 
合记为 EndOO . 

设 dimV = n . 在 V 内取定一组基 £ i ， e 2 ，... ，£«.设 
Ae, = + a 21 e 2 + ― + a〆 ”， 

^ e 2 = a n t x + fl 22 « 2 + …+ a H2 £„ , 


At n = a llt Ci + + … + a„e„. 

令 

A = 

则 A 称为线性变换 4 在基 e ,,€ 2 ,-, e . 下的矩阵，可写成 
( i 4 ei ， i 4 e 2 , — , Ae „) = (£"£ 2 ，…， e „) 儿 
定义对 AGEndOOwU ) 为 A 

在基 ei ， e 2 ，•••，£»下的矩阵.于是 < r 是一个双射 （ -对应），而且有如 

下性质： 
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(1) o{kA+lB'>=kaU'>+la{B'> i 

(2) a(AB)=aiA')a(,B'). 

因为单位变换五在^… ，…， 匕下的矩阵为£，我们有 
E=AB = BA^=>E=ff(.A')a(B^ = <x(.B')a(.A). 

所以 ， A 为可逆线性变换的充分必要条件是 a ( A ) 为尺上可逆 n 阶方 
阵，而且 《 rU _ l )=« rU ) -1 . 

命题设 

«1» £2* €-5 

7i ， 72 ， 

是线性空间 F 的两组基，其过波矩阵是了=(/, 7 ),即 

(7i ， 72, … ， 7”） = (A ， e 2 ，•••，€»)?'. 

又设线性变换 A 在这两组基下的矩阵分别是 A 和 fi , 則 

B=T-'AT. 

定义对数域尺上的两个《阶方阵 A 与 S ， 如果存在 K 上一 
个 n 阶可逆的方阵 T ， 使 B =： T - MT ， 則称 fi 与 A 在 K 内相似，记做 
B 〜 A. 

命题数域尺上两个 n 阶方阵 4，_ fi 相似的充分必要条件是， 
它们是 V 内某一线性变换 A 在两组基下的矩阵. 

评议研究一个线性空间内的线性变换是线性映射理论的核心 
课题，这也是代数学中有代表性的课題.在引言中我们研究数域 
Q(VJ ) 到复数域的同态映射，最后发现它们都是 Q (、/ T ) 到自身 
的同态.在伽罗瓦理论中，其核心课題就是研究一个數域到自身的同 
态.以后，这个思想推广到代数学其他研究对象上，成为一个普遍性 
的课題•把研究一个代数系统到自身的保持各种运算的对应关系的 
映射当做研究的重点并取得了许多重大成果.在下面，本课程也将把 
研究的重心集中到线性变换的理论上来. 

线性变换是一种特殊的线性映射，前面关于线性映射的理论对 
他当然都适用，但也有些不同.现在是在同一个线性空间内研究问 
題，所以只需取空间的同一组基，因而线性变换的矩阵是在同一组基 
下来讨论的.把例 3. 6应用到这里来，就是 P = Q , B = Q ~ X AQ . 而相 
抵关系现在变成相似关系.相似关系是方阵间第二类基本关系.从抽 
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象的观点看，相似矩阵不过是同一个线性变换在不同基下的矩阵而 
已. 

但是在这里却引申出一个重要的理论 课題： 线性变换既然在不 
同基下有不同的矩阵，那么能不能找出一组基，使其矩阵最为简单 
呢？这个看似粗浅的问題却产生了较为深奥的理论. 

例 3. 7在 KOI 内取定一组基 

1 . X, X 2 , X 3 . 

在内定义一个变换4如 下：若 

f (. x )= a 0 + aix + a 2 x 2 + a 3 x 3 t 

则 

Afix ) = a3 -\- a 2 x + aix z + a 0 x 3 . 

容易验证/!是一个线性变换.而因为 

/11 = 0 • 1 + 0 • x +0 • 工 2 + 1 • 工 3 ， 

Ax =0 • 1 + 0 • x +1 • x 2 +0 •工 3 , 

Ax 2 = 0 • 1 + 1 • jr +0 • 工 2 + 0 • x 3 ， 

A ： r 3 = l +0 • x +0 • x 2 +0 • x 3 . 

故 A 在基 l ， x ，: c 2 ， x 3 下的矩阵为 

'0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
-10 0 

采用形式写法，有 

(A1 ,Ax,Ax 2 ,Ax 3 ') = (,\,Xyx 2 ,x i )A. | 

例 3. 8 考査 RDaR 求微商的变换 D = £ .因为 
D 1 = 0， 

D _ r = l ， 

Dx z = 2 x , 


Dx ^^ Cn - Dx "' 2 , 
故 D 在基 l ， u 2 , …, x -— 1 下的矩阵为 
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D - 


「0100 
0 2 0 
0 3 


|-1 
0」 


评议上面两例的解题原 则是： 先把一组基在线性变换下的像 
找出来，然后再把这些像用该组基线性表示.这是一个基本的思路， 
但到底如何实现这两个步骤.就要视问题的具体情况来分别处理. 

例 3. 9考虑尺 3 中一个线性变换.设 

e i ^ (1 »0*0 ) t £ 2 — (0* 1 »0) * £ 3 = (0*0*1) » 

则 


Ae, = (-l,l,0), Ae*=(2 ， l ， l), Ae 3 = (0,-1 ,-1). 

(1) 求 A 在基 ei , e 2 ， e 3 下的矩阵. 

(2) 在 K 3 中改取如下一组基 

7 i = ( l ， l ， l )’ 72 = (1，1，0)，73~ (1 *0»0) * 

求 A 在％，％，％下的矩阵. 

解 （1) 因为 


故 


Ae：= —ei + e 2 + 0 • e 3 * 
Ae 2 = 2 ei - f - c 2 + c 3 , 

/le 3 = 0 • ei—e 2 ~e 3 f 


(Aei tAt 2 »i4€ 3 ) = (£ 1 ， ^2 ， e 3 ) 


L 0 1 


0" 

—1 =(e 1 ,e 2 ,e 3 )A. 
- 1 - 


(2) 现在应当求 47 , 用 7 m 7 2 »73 线性表示的系数.因为 


7 i =£ i + e 2 + e 3 , 

V 2 = ei + e 2 » 


73 = e l ， 


故 
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A?] = A£i + i4e 2 + Ae 3 =(1,1,0), 

At/2 = i4€i AE 2 = (1，2，1)， 


Afji = A £\ 


: - 1 , 1 , 0 ). 


把 A % 表为 Th ,72.73 的线性组合，这相当于求解线性方程组 X'Vl 
+ X 272+ xs 73= iH ， 这就是矩阵消元法:将7”72,73,杯， A 7 2 ，/ l 7 3 的 
坐标为列向量排成一个 3 X 6 矩阵，用初等行变换把左边3行3列位 
置化为£，右边就是所求的4在 7 m 7 2 ,7 3 下的矩阵.具体计算 如下： 


1 - 1 " 


0 1 0 


0 1 0 " 


0 -1 - 2 - 


( i 47 i ， A72 ， A ”3 ) = (7 l ，？2，？3) 


:(7 i ，72,73) B . 


-1 -2」 


我们有 


不难验证，有 


(7 l ，72,73) = (® l ，£2，®3) 


L0 — 1 -2」 Ll 0 0」 L 0 1 -1」Ll 0 0」 

评议此例提供了在内求一个线性变换在一组基下的矩阵 
以及求一个线性变换在不同两组基下矩阵的规范方法，其关键处是 
把问题归结为解线性方程组. 

例 3. 10设数域上三维线性空间 V 内一线性变换>1在基 
AAA 下的矩阵是 

a n a i2 a i3 
^ = a 21 a n a 23 • 


求 4 在基 e 2 , ei — e 3 ^3 下的矩阵. 
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解解法一我们有 

Ae 2 = a 12 £i + a 22 £ 2 + a 32 e 3 

= a 22 e 2 + a I2 (ej — e 3 ) + ( a 12 + a 32 ) e 3 , 

A ( e , — e 3 )= a „ e , + a 21 e 2 + a 31 e 3 — a 13 e , — a 2 i e 2 — a 3 i e 3 
=(.a 21 — a 23 )e 2 + (a u — <^)(6 】一 e 3 ) 

+ ( a ll — a 13 + a 31 — a 33 )€ 3 ， 

/ le 3 = a l3 €, + a 23 e 2 + a 33 e 3 

= 十 a l3 (e t — e 3 ) + ( a 13 + a 33 )e 3 . 

这表明 A 在基£ 2 , €1 -€3, £ 3下的矩阵为 


B 


a 22 


a 32 


a i3 + a 3i — a zz a 13 + a 33 J 


解法二找两组基间过渡矩阵 


—o 1 o' 

— £3.«3> = ( e ,,€ 2 ,€ 3 ) 1 0 0 

■0 - 1 1 . 


那么 A 在基 ^,£,-63,63 下的矩阵是 



'0 1 O ' 

-M 

a u a n a i3 


'0 1 O ' 

B= 

1 0 0 


°2l fl 22 a 23 


1 0 0 


-0 - 1 1 - 


- a 3l °32 a 33- 


-0 - 1 1 . 


"0 1 
1 0 
-1 0 


O' 


a n a n a i3 


•0 1 0— 

0 


a 2\ a 22 a 23 


1 0 0 

1- 


- fl 31 «32 fl 33- 


-0 - 1 1. 


a 2Z 

°21 

— a 23 

a Z3 

a n 

a ll 

— ^13 

a 13 

_a 12 + fl 32 

a n + a 3 i 

- a l3 ~ a ZZ 

a i3 + a 33 - 


评议此例让我们具体地看到当基发生变化时，线性变换的矩 
阵是为什么和如何发生变化的. 

例 3. 11给定数域尺上《阶方阵 
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证明•/与 •/' 相似，并求可逆矩阵: T ， 使 J ' = T ~ l JT . 


解在 / C 上 n 维线性空间 F 内考査一个线性变换/，它在 F 内 
一组基 € l ， e 2 , …, G 下的矩阵为 J . 于是 

/ej = AoC, , Jti = e i -_ 1 + Ao£, («' = 2,3"" ， n). 


但 ••• due , 也是 V 的一组基，在此组基下， 



于是/在此组基下的矩阵是 



同一个线性变换在不同基下矩阵相似，即 J ， 与 J 相似. 
因为 

'0 0 … 0 

0 i ... 1 

( e n , e „_ 1 , — , e 2 , e 1 ) = ( e , , e 2 , —, e „) : 0 ... 0 


0 

0 . 


0 


0 


0 


0 
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上面两组基的过渡矩阵: T 即使 | 

评议线性空间的一组基重新排列次序就得到它的另一组基， 
此例就是利用了这个简单的事实得到问题的解法.如果按相似的定 
义，需找一个 n 阶可逆矩阵： T ， 使这就复杂多了.这例子 
再一次 说明： 站在较高的理论层次上，可使一些较复杂的矩阵运算 
变得简单明了. 

例 3. 12设 V 是复数域 C 上”维线性空间, A 是 V 的一个线性 
变换 . V 关于其向 M 加法及与实数的数乘组成 R 上％维线性空间， 
记做\ ， A 也按其原来对 V 内向量的作用成为 V R 内的线性变换.设 
A 在 V 的某一组基下矩阵为，在的某组基下矩阵为 2 W 阶实方 
阵 A ，证明 det (^ R )= | det ( i 4 c ) | 2 . 

解在 V 内取一组基 £ l , e 2 ，…， e -. 设 A 在此组基下的矩阵为& 
=(0„)，这里〜=1^ +丨1；„€ C fU a , v u € R . 在例 1. 7中已指出有 
—组基为因为线性变换在不同基下的矩 
阵是相似的，易知相似矩阵的行列式相等，故我们即设 A 在的此 
组基下的矩阵为，现在 

n n 

Ae ,= = S + 

卜 1 

n r 

=S u *j e * + 

身 -i *=i 

n n 

令 C /= ( u k p ，『= (%) ，则 A = U + iW . 而 A 在 F b 的上述基下的矩阵 
为 

U - W 1 

w {/」• 

现考査 f / 为可逆实方阵的情况.因为 
■ £” 0 _ 

• - WU - 1 E „. 
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两边取行列式，利用第二章例 1. 9,得 

. detG 4 B ) = \ U\\U + WU -' Wl . 

另一方面，我们有 

| det (, A C ) | 2 = det (, A C ) det (, A C ) 

=|(7 + 則 | f 7 - 則 
=|(7| z |£ + \ U ~ X W \ \E - iLT-^l 
= \ U\ Z \E + U ~ l WU ^ W \ 

=|(7| | f / + WU ~ l W \ = det ( A <). 

若不可逆，设 （/⑴ =a + f /， 这里 z 是一个实变量.因为 
加07“)）=|^：+^；|，按行列式的完全展开式，它是<的多项式，只 
有有限多个实根.现 t = 0 是它的一个根（因 det (/ = 0)， 故在 f = 0 的 
一个充分小邻域内它无根，即 C /( f ) 可逆.于是 

ruco - W 1 , 

det = | t /( r )| | f /(0 + WUit )~ x W \ 

L W 1/(0」 

=| t / ⑴ + iW \\ U ( f ) - W |. 

上式两端按行列式展开后 都是/ 的多项式，即为£的连续函数，令 f 
—0,则 . 

ruu) - wi 

det (> l R )= limdet 

一。 W (/⑴」 ‘ 

= lim | C 7 (O + iW ^| \ U (, t ) - iW \ 

(—0 

=|(/ + iW\\U - i 叫 

=| det ( y 5„) I 2 . | 

评议这里使用了一个重要的、有一定普遍意义的技巧.首先对 
U 可逆时证明了结论，当 C 7 不可逆时令 t /(0= t £+[/， 把不可逆转 
化为可逆，然后再令^0,利用数学分析连续函数的性质得到所要 
的结果.读者试用此办法去证明第二章练习题 2. 2第5题 (4) 的结论 
在均不可逆时仍然成立. 


练习題 3. 3 


1. 定义尺 4 到尺 3 的映射 

X, + x 2 + 2 x 3 + x A 
— 2 x 2 + x 3 
x y — x 2 + 3 x 3 + x A 

证明/是一个线性映射，在尺< 内取一组基 

e, = (1,0,1,1), e 2 = (0,1,0,1), 

^3 = (0»0»1»0)» 6^ = (0,0,2，1). 

又在 K 3 内取定一组基 

Vi = ( 1 ， 1 ， 1 )， Vz = ( 1 ， 0 ， 一 1 ) ， 7 3 = ( 0 , 1 , 0 ) , 

求/在给定基下的矩阵. 

2. 定义尺 3 到 P 的映射/ 如下： 

工1 +工3 
工1 +工2 + 尤3 

2 x , + x 3 

x 2 + 2x 3 

<1)证明/是一个线性映射. 

(2) 在 K 3 内取定一组基 

1 \ = (1*1*1)» 72 ~ ( 1»0 * 一 1)，^3 = (0 »1 *0)* 

在内取一组基 

€i = (1，0，1，1 )，£2 = (0，1，0，1)， 
e 3 = (0,0’1，0)， = (0,0,2，1). 

求/在给定基下的矩阵. 

3. 定义 / CO ], 到尺|>], +1 的映射如下： 

/(< 2 0 + + …+ 
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4. 在 RO] 中定义 

AfU )= f (. x ), B/(x)=x/(or), 

证明 A 与 B 是两个线性变换，且 AB ~ BA = E . 

5. 设4与是两个线性变换，且 — = £ .证 明： 对任一正 

整数I有 

A k B - BA k = kA k ~\ 

6. 设 Z 是线性空间V■中的一个线性变换，且 A 2 =4 .证 明： 

(1) V 中任一向量 a 可分解为 

a=a^+a 2 , 

其中且这种分解是唯一的； 

(2) 若 Aar =— a ， 则 a =0; 

7. 设/!与是两个线性变换，满足 4 2 = A， B 2 = B . 证 明：若 
(/l + fi) 2 =>l+fi， 则 AB = 0 . 

8. 设^ 々，… ，e„ 是线性空间V的一组基, 证明： 线性变换 A 可 
逆，当且仅当 Aq , Ae 2 ， •• •，私《线性无关. 

9. 设V为数域尺上的线性空间.义，七，… ，山是 V内 A 个两两 
不同的线性变换.证明7内存在向量〜使…，山《两两不 
同. 

10. 在 A/ 2 (K) 中定义变换 如下： 

AX=AX-XA, XeM 2 (,K), 

其中 A 是 K 上一个固定的二阶方阵. 证明： 

(1) 4是从 2 (/0内的一个线性 变换； 

(2) 在 M 2 (/Q 中取一组基 



求 A 在这组基下的矩阵. 

11. 设 在从 (尺）中定义变换 如下： 

AX = B~ l XB (V x e Af 2 (iO). 

证明 4 是 M 2 ( 尺）内一个线性变换，并找出 X 0 eK , X ^ M 2 iK '>, X 0 ^ 
0,使 AX 0 = AqX 0 . 
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12. 设三维线性空间 F 内一个线性变换/!在基 £l ,6 2 ，€3 下的矩 



~^11 

«12 


扣1 

<z 21 

a 22 

a 23 



a 32 

a 33- 


(1) 求 A 在基 e 3 ，e 2 ， ei 下的矩阵 ； 

(2) 求 A 在基 ei ，々e 2 ，e 3 下的矩阵 U 关 0); 

(3) 求4在基 £ l +e 2 ,£ 2 ,e 3 下的矩阵. 

13•在 P 内一个线性变换 A 在基 £1 ,£ 2 ,€ 3 ,£4下的矩阵为 






' 1 

-1 

0 

!] 






0 

0 

1 

1 






1 

0 

0 一 

■1 

♦ 





-1 

1 

0 

1- 


求它在基 7 m 

刀2， 73 ， 

下的矩阵，其中 



(1) 

€l = 

(1,2，一 

1,0), 

7 i = 

= (2,1 

0. 

1), 


«2 = 

( i ,- i ， i ， 

1), 

72 = 

= (0,1 

2. 

2), 


C 3 = 

(-1,2, 

1， 

1), 

73 = 

= (-2 

1. 

1,2), 


«4 = 

(-1，一 

1， 

0,1)} 

74 = 

= (1,3 

1： 

2). 

(2) 

^1 = 

(1,1,1, 

1) 

♦ 

7 i = 

= (1,1 

0_ 

1)， 


^2 = 

(1,1,- 

1， 

-1)， 

72 = 

= (2,1 

3, 

1), 


^3 = 

(1,-1, 

1， 

-1), 

73 = 

= (1,1 

0, 

0), 


€4 = 

(1， 一1，一 1，1); 

74 = 

= (0,1 

— 

1,-1) 


§4线性变换的特征值与特征向量 

一、 特征值与特征向置的定义与计算方法 
【内容提要】 

定义设 V 是数域尺上的一个线性空问，4是 F 内一个线性变 
换.如果对尺内一个数 A ， 存在 V 的一个向量$关0,使 
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则称 A 为 A 的一个特征值，而 f 称为属于特征值 A 的特征 向量. 如果 
Ac 是 A 的一个特征值，定义 

= {« 6 V\Aa = Aqo} , 

它是由4的属于特征值々的全部特征向量再加上零向量所得的 F 
的子空间，称为特征值 Ac 的特征子空间. 

给定数域 K 上的 n 阶方阵 A =( a , v )， 令 

A — — a I2 … — a ln 

— a 2i A — a 22 — — a u 

• • • 

♦ 參 • 

—— a n2 … A — a . 

从行列式的完全展开式易知 /( A ) 为 A 的多项式，其系數属于数域 
尺， / U ) 称为方眸 Z 的特征多项式 ./ U 〉 属于数域尺的根称为方阵 
^的特征根或特征值.因为数域尺上的方阵都可看做复数域上的方 
阵，在这样看的时候， /( A ) 在复数域内的全部根都认为是 Z 的特征 
根或特征值.所以，说到矩阵>1的特征值时，不能忘记究竟是把该矩 
阵看做哪个数域上的方阵. 

现在我们把计算数域 K 上 n 维线性空间 V 内线性变换4的特 
征值和特征向量的步驟归纳 如下： 

1) 在 V 中给定一组基 £ l ， e 2 ，…， e ,， 求 A 在这组基下的矩阵九 

2) 计算特征多项式 /( A )=| A £— 

3) 求 /( A ) = 0 的属于数域 A ： 的那些根 

又1 ，乂2,…，入. 

4) 对每个 4 (i = l ，2，”*， d 求齐次线性方程组 

UE-A)X = 0 


/( A ) = | A £ - = 


的一个基础解系.这个齐次线性方程组具体写出来就是 
人 -— a u —a l2 … ~a\n 工 i 

—a 2 i ••• 工 i 

. . . . = o. 

• • • • 

■ • 參 • 

.—a,i —a n2 … A_+—a 」 L 工 -- 
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注意其中 的人是 在步驟 3) 中求出的，是已知数，不是未知量. 

5) 以步驟 4) 中求出的基础解系为坐标写出 V 中一个向量组， 
它就是的一组基. 

评议从这里开始，我们进入线性代数的核心课題.线性变换的 
特征值和特征向量在历史上是由于研究常微分方程而产生的，它在 
理论力学以及物理学、工程技术上都是一个重要的工具.但是单纯从 
线性变换的角度看，它主要是由前面说到的一个问題产生出 来的： 
线性空间基的选取是不唯一的，于是要设法找一组基，使线性变换 A 
在该组基下的矩阵最简单•最简单的矩阵是对角矩阵.如果 A 在某 
一组基下矩阵成为对角矩阵，那么这组基 ，…， £»就要满足 
= A , e ,. 线性变换的特征值和特征向量的概念就产生了，从直观上就 
可以感受到，特征值和特征向量相当深刻地反映了线性变换的特性， 
所以受到特别关注就不奇怪了. 

有几个问題要注意： （1) 特征值必须是数域 X ：内的数； （2) 特 
征向量必须是非零向量，因为零向量对要讨论的问題不起作用.但在 
讨论特征子空间 V ,。时又要把它添进去，缺少零向量是不能成为子空 
间的； （3) 特征值与特征向量的定义与基无关.但当我们需要把它 
们具体算出时，就需要取一组基，把线性变换4具体化为方 阵儿最 
后归结为特征多项式 /( A )==| A £— 釗的根和齐次线性方程组 U .£- 

= 0 的基础解系的计算，而后者则以第二幸§ 2定理2作为依 
据•当我们从事理论问題的探讨时，一般直接使用上面的抽象定义， 
它有明显的几何直观意义（一个向 f f 在作用下只是“伸长”或 
“缩短”若千倍），同时又不受基的选取的千扰.但当作具体计算时，就 
要借助基将问題转化到矩阵论的领域. 

例 4.1 设三维线性空间 V 内一个线性变换4在基 ei ， e 2 ， e 3 下 
的矩阵为 

1 2 2 . 

A= 2 1 2 , 

-2 2 1 - 

求 A 的全部特征值和对应的特征向量. 
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解本例中 A 的矩阵已给出.下面分两步 计算: 
(1) 求特征多项式和特征根. 


/ U )= U £— A | = 

I A — 5 一 2 

A -1 

； 

-2 

-2 —2 

-1 -2 

-2 A — 1 

1 -2 -2 

= 

A 一5 A 一 

1-2 

= ( A -5) 

1 A -1 -2 


A —5 一2 

A -1 


1 -2 A -1 


1 -2 -2 

= ( A -5) 0 A +1 0 =( A -5)( A +1) 2 . 

0 0 A+l 

/( A ) 的根为七= 5，々=— 1( 二重 根）. 因为整数必属于任一数域 K ， 
所以 A ,， A 2 均为 A 的特 征值. 

(2) 求每个特征值对应的特征向量. 

当 A , = 5 时，解以 ^ E-A = bE - A 为系数矩阵的齐次线性方程 

组.采用矩阵消元法 

' 4 —2 -21 「一2 -2 4' 

AiE-A = -2 4 -2 — -2 4 -2 

-— 2 _ 2 4- 4 _ 2 — 2- 

' 1 1 -2] 「1 1 -2" 

一 一1 2-1 — 0 3-3 

2 一1 — 1- -0 —3 3- 

■1 1 -2' 

— 01-1 
.0 0 0 - 
|x,+x 2 —2 x 3 =0, 

1 x z — x 3 = 0. 

移项，得 

jxi + x 2 = 2 x 3 j 

1 x 2 = x 3 . 

令： c 3 = i ， 得基础解系它对应于 A 的特征向量 
ei + e 2 + e 3 , 于是它是特征子空间的一组基，即 








线性变换的特征值与特征向量 197 


两边取行列式，得 

XE m B XE m - BA B 

= = A -| A£ m - BA \. 

XA XE n 0 A £„ 

比较上面两式即得 

A "! A £,, - AB \= A -| A £„ - BA \. | 

评议这是使用分块矩阵技巧的一个好的范例.利用分块矩阵 
的初等变换方法在矩阵 

B _ 

LM A£,. 

内“打洞”，即把 AA 处变为零，这既可作行变换，也可作列变换，两种 
办法得到结果不同，可是取行列式后就恰是希望的结果. 

例 4. 3设 A 是数 域尺上 n 维线性空间 V 内的一个线性变换, 
在 V 的一组基 £ l ， e 2 ，…， e , 下的矩阵是 



其中 ai ， a 2 ，…，^是 K 内不全为0的一组数.求的全部特征值和 
每个特征值对应的全部特征向贵. 

解设对应于特征值 A 的特征向量为 
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(1) 设 A =0, 上式等价于 

屮工 1 + « 2 2 工 2 + …+ a n x n = 0. 

设 a , 关0,则上面齐次线性方程的基础解系是 

I 

Bj = ( 0,…， 0，1 ，()，•..，0， - ^,0, — , o | , 

这里 ） =1，…，/一 1，/+1，…，;1•令％为以尽为坐标的向 M ，则 

(2) 设; I 。为4的非零特征值.由上面式子推出 


= k 


因为 fli ， a 2 ，•••，〜不全为0,而特征向量故 A 尹 0. 代回上面式子 
由々 = ， 推出 + … + 〜 2) = AA 。，即 

又 0 = 4 4 + …+ a :. 

若4+4 +…+乂 = 0,上式是矛盾等式，它表示 A 没有非零特征值. 
若4+4 +… +K 关0,则它是4的唯一非零特征值，而 




安= ( e " e 2 ，...，£„) 


0-7. 
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为对应的一个特征向量，此时与々对应的其他特征向量都是 k $ ，故 

V X =L^. | 

评议此例介于具体与抽象之间.它没有给出矩阵 A 的具体数 
据，但给出3的具体表达式.所以我们处理它也用介于具体与抽象 
之间的办法，没有去计算特征多项式，但却讨论具体关系式 = 
AX . 这说明需要根据问题的具体情况来进行探索. 

二、 线性变换矩阵可对角化的条件 

【内容提要】 

设 A 是 n 维线性空间 F 内的一个线性变换.如果在 F 内存在一 
组基 M 2 , …，■，使 A 在这组基下的矩阵成对角形，我们就说 A 的 
矩 阵可对角化. 

定理1 数域尺上 n 维线性空间 V 内一个线性变换 A 的矩阵 
可对角化的充分必要条件是，4有/ I 个线性无关的特征向量. 

命题 线性变换 A 的属于不同特征值的特征向量线性无关.若 
A ,, A 2 ,-, A * 两两不等，則+…是直和. 

定理2 设4是数域尺上 n 维线性空间 V 的线性变换， A ,， 
义 2 ,…， A 是4的全部互不相同的特征值.則4的矩阵可对角化的充 
分必要条件是 

v = v, i @v, i ® - © 

在4的矩阵可对角化的情况 ■下， 在每个中任取一组基，合并后即 
为 V 的一组基，在该组基下4的矩阵为对角矩阵. 

例 4. 4 给定 数域尺 上的三阶方阵 
'2 0 0 " 

A= 1 2 - 1 , 

.1 0 1 - 

判断>1在 / C 内是否相似于对角矩阵. 

解 把 A 看做 K 上三维线性空间 V 内的线性变换 A 在基 ei , 
e 2 , e 3 下的矩阵.只要判断4的矩阵能否对角化.用上面所述办法来 
处理. d 的特征多项式 
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■1 r 
■ 1 0 - 


的特征多项式/(2)==|^£ — >1丨=^ 2 _2—1，它在18内的两个根是 
+ a —^/ T >. 它们对应于两个线性无关特征 
向量，故 A 相似于对角矩阵.经实际计算，有 



VI _ , _ 


0 1 

， T -l AT = 


.1 

1 J 

-0 

a 2 」 


A "= T 


TA , 0 1" , 

T T~ l 

Lo a 2 」 

「 A , Vjp 0 l ! 1 - A 2 1 

Li i」Lo a;JwL- i aJ 

丄「< +1 —矿1 A,^ +l - A 2 A ^ 1- 
^5 "l A--AJ 从-从 •• 


代回上式计算立得 



其中 

Ai = -^- ( 1 + V ^ - ) , a 2 = 士 (1 一 I 

评议斐波那契 （1170 — 1240) 是意大利数学家，数学史上称他 
为比萨的莱昂那多，他在其代数学著作《算盘书》中提出一个著名的 
兔子 问题： “某人在某地养着一对兔子，并且四周围着墙，假设它们 
每月生出一对，而且每对新生的兔子从第二个月起，也开始繁殖，我 
们想知道，从那对兔子开始，一年之后可繁殖成多少对兔子?”斐波那 
契由此得出一个数列 1，2, 3, 5, 8, 13,21，34, 55, 89, 144, 233, 
377,-. 这就是现在称为斐波那契数的无穷序列. 

此题实际上是求一个二阶方阵的 n 次幂.因为 s = : r _ Vi : r ， 推出 
B -= T ~' A m T . 所以，求一个方阵的方幂可变为求任一与其相似的矩 
阵的方幂.对角矩阵的方幂最简单，所以尽量想办法让一个方阵相似 




于对角矩阵，此例利用这个思想求得问题的解. 

例 4. 6 复数域上 nGz > 2 ) 维线性空间 V 内的线性变换 A 在基 
£ l ， e 2 ，…，■下的 矩阵为 



求 A 的全部特征值，并判断4的矩阵能否对角化. 

解 


A 

-1 

\ XE - A \ = 




利用第二章例 1.5,设 — 1，则 是 X Z — AX —1 = 0 


的两个根，即 



2 


A - VA 2 + 4 
2 • 


现在找使 I A £- d 丨= 0 的根.若 x = j-,BP 


A + >/ A 2 + 4 — A 一 -\/ A 2 + 4<=^ A 2 + 4 = 0 <=>A = 土 2 i . 


但此时 1 =>»=土“| 2 £-剷=(” + 1 )(士 1 ) 1 ^ 0 ，故可设 i 參: y . 于是 
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|A£ - A| = 

(注意: V 关 0) .上式等价于 


A + VA 2 + 4 

\-VJTTl 


c m+1 — y n+1 = 0 


e" +l , k = 1,2,—,n. 


由此得 


(A + VA 2 + 4) 2 = — 4e 浩， 

A + VA z + 4=± 2ie" +1 ( 是 =1 ， 2,… ， n), 
VA 2 + 4 =士 2ie^i - A, 

A 2 + 4 = — 4e"+> + A 2 平 


从上式解得 


:平 ^*(4 + 4 e "^) 

:士 i(e -浩 + e" +, ) 

:士 2icos {k = l,2, — ,n). 

n 十 1 


k'K I kn 

n + l =C ° S r _ n + 1, 


cos (W -- + \~- k > n , k = l,2,-, n , 
« 十丄 


A = 2icos 


(.k = 1 ， 2 ,…，”） • 


因此， =0 有 w 个互不相同的根，即 A 有《个互不相同的特 
征值 

ifelT 

A* = 2icos — — , k = 1,2, •••,；!• 
w 十 1 

从而 Z 在复数域内相似于对角矩阵，即 A 的矩阵可对角化._ 

评议本题计算 | A £_ A | 是借助第二章的例1.5,求出的 | A £ — 
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d I 未表达为>1的多项式的形式，但正因为如此，为计算 U£_A |=0 
的根提供了方便的途径. 

例 4. 7设 A 是数域 K 上 n 维线性空间 F 内的一个线性变换. 
证明4的矩阵可对角化的充分必要条件是存在 K 内互不相同的数 
入1，义2,…，义*，使 

一 A )( A 2 五 一 A ) •••(々£ — A ) = 0. 

解必要性若4的矩阵可对角化，其互不相同特征值设为 
A ， A 2 ，…， I 按定理2,有 


V = ' ㊉ 、 ㊉…㊉ 

此时，对所有 ae 有 U 五一 / l ) a =0. 从而 

a } E - /!)••• (々£ 一 A)a 

= (AxJB — i4)** # (A|.|£ — i4)(A >+ * 1 £ — A)••• 
• ( X k E - A)(A,E - A)a 
= 0. 

现在,对任意 aev ， 有 


于是 


a = q + a 2 + …+ %， a , 6 V x , 9 

k 

( Ai £ 一 i 4) ( A 2 jB — A 〉 …— A ) ^ a , 

#-i 

k 

=(^\E — A ) ( A 2 jB — A )•••(》*£ 一 A ) a , 

»-i 

= 0. 


即 U£—A)U 2 £—A)".a£—/1) = 0. 

充分性设 4 在 V 的某一组基下的矩阵为>1，那么 
(々£ 一 A )( A 2 E — A)*^(AkE — A ) = 0. 

根据第一章例 3. 13,有 

r (^ i £ — ^4) + r ( A 2 £ — A ) + …+ r ( A *£ — A) < (々 一 l ) n . 

k 

根据前面命题易知，子空间的和 fV,, 是直和，而 diml^ 为齐次线性 

**1 

方程组 U£—4)X = 0 的解空间的维数，即为 n - raE - A ). 于是 
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dim2^,= E dim ^. = S (w - r(A * £ — A)) 

l-l ' «-l ' t«l 

k 

= kn - 5>(人£ - A)^kn - {k - l)n 

«-l 

=w = dimV , 

这表示 i ； l ^= V . 再根据定理 2， A 的矩阵可对角化 . I 

评 k 一个线性变换的矩阵能否对角化，这是线性代数中一个 
核心课题.本题用 A 是否满足一个纟次无重根多项式 
(A - X^CA - A 2 £) — U - X k E ) = 0 
作为4的矩阵能否对角化的一个充分必要条件，这是一个重要的结 
论.应当注意的是，在这里我们仅使用了线性变换和矩阵的初等知识 
就解决 了这个问题. 

三、线性变换的不变子空间 

【内容提要】 

定义 设 A 是线 性空间 V 内的一个线性变换.如果 M 是 V 的 
一个子空间，且对任意有 zl «6 A /， 則称 M 为/1的一个 不变子 
空间. 这时4可以看做 M 内的一个线性变换，称为 A 在 M 内的 
限制 ，记做4 U . 

显然，零子空间 {0} 和 V 本身都是 A 的不变子空间，称它们为 A 
的平凡不变子空间. 除此之外的不变子空间称为/!的 非平凡不变子 
空间. 

命题 设 A 是数域尺上 n 维线性空间 F 内的一个线性变换.在 
V 内存在一组基 ei ， e 2 , …， e ,， 使 A 在这组基下的矩阵成准对角形的 
充分必要条件是， F 可以分解为4的不变子空间 M ,， M 2 ，…， M 的 
直和 

卜从 ㊉ 从 ㊉ …軌. 

评议线性变换的矩阵一般是不能对角化的，因此，退而求其 
次，探讨其矩阵能否准对角化，线性变换的不变子空间的概念就应运 
而生.1871年若当发表了论文“论变换”，对复数域上线性空间内的 
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线性变换解决了这个问題. 

把一个大的代数系统分解为若千子系统的直和（或直积）是代数 
学各个领域普遍使用的方法.我们这里用线性空间这一初等代数系 
统把这个方法充分演示出来，读者从中可以逐步理解和适应代数学 
的基本方法. 

例 4. 8设4是数域尺上 n 维线性空间 F 内的一个线性变换. 
如果4的矩阵可对角化，则对4的任意不变子空间 M , AI m 的矩阵 
也可对角化. 

解设4的全部互不相同特征值为々，々，…，々，由定理〗知现 
在 

V = V 〜 ㊉ & ㊉ … @ v v 

令 N , = Mf ) 心 0 1 ， 2 ，…，々 ) .我们来证明 

M = 乂 ㊉ M ㊉ … ㊉ 沁. 

A 

(1) 证明和为直和.只要证零向量表示法唯一.设 

|-1 

0 =屮 + a 2 + …+ a * ， 

k k 

现在 a . e MQVa . ，由于，为直和，故必《, = 0.于是;2从为直和. 

«-1 1-1 

k k 

(2) 证明 = 显然反之，设 a 为 M 内任意向 

• ■1 , 1-1 

M ， 则因 aev ， 有 

a = % + a 2 + …+ a* (a, ^ V '.) ， 

Aa = A,a, 4 - A 2 a 2 + … + 々 a” 


A* _1 a = 、十 A * _1 a 2 + + 

即 


"a _ 


" 1 1 …1 _ 


~ a i' 

Aa 

=r 

Aj A 2 … A* 

• • • 


°2 

A k ~ x a - 


• • • 

d 1 … 义卜 




上式右端 A 阶方阵的行列式为范德蒙德行列式, 々，々，•••，々 互不相 
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同，故该行列式不为0, 即此々 阶方阵可逆，设其逆矩阵为 re 
Af *( iO , 则 



因 M 为 A 的不变子空间，故 a , 如 ，…， 而由上式得出 or , 
可被 a , 如 ，…， A i _1 a 线性表示•故亦即••由 

k k 

此推知 m =2^- 

综合上 i 两方面的结果知 

M = JV , ㊉ iV 2 ㊉ … ㊉ 沁. 

在每个中取一组基，因此组基全由 A 的特征向董组成， 
它们合并成 M 的一组基，在此组基下 AU 的矩阵即为对角形 .I 
评议这个例题的结论初看起来似乎是一个显然成立的事实. 
但是无数实践告诉我们：数学上许多直观上看来似乎应该成立的结 
论，深究之后却发现它们并不成立.此例的结论最后证实是对的，但 
其证明也不是很简单的.范德蒙德行列式在这里再次发挥了它的神 
奇作用. 

例 4. 9设>1是《维线性空间 V 内的一个线性变换，在 V 的一 
组基下矩阵为 



证 明：当«>1 时，对4的任一非平凡不变子空间 A /， 都不存在 A 的 
不变子空间 V ，使 V = M ® N . 

解设 A 在基 ei ， e 2 ，…， e _ ■下的矩阵为 
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^ 1 0 
Ao 

0 ••• 

那么 

A£i = 々 e" Ae, = AqE, + (t = 2,3,…，”）. 

选取 M 中一 非零向 Ma ， 设 

a = ai£i + a 2 e 2 + …+ a k e k (a t 9^ 0). 

我们有 

k 

Aa = 2 ° i Ae ' 

»-l 

k 

= <^,6, + + e ,'- l ) 

1-2 

It k 

=2 a ' e > + X ) a ' e -1 ^ M - 
1-1 «-2 

则 

A = a 2 ^ + a 3 e 2 + ... + = Aa — Xoa M. 

同理 

P 2 = a 3 £! + a 4 e 2 + … + a*e*_ z = A 汍一 Ao/?, 6 M. 

以此类推，有 a * 关0,故 £ l € A / •这 
表明4的任意非平凡不变子空间均含^，因而 F 不能表为4的两个 
非平凡不变子空间的直和.画 

评议 前面讨论一个线性变换的矩阵能否简化为准对角形.本 
题给出了矩阵不能进一步简化为准对角形的线性变换的实例. 

例 4. 10 给定数域尺上的 n 阶方阵 
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0 

A= ... . 

1 0 

. 

判断 A 何时在 K 内相似于对角矩阵. 

解 设 K 上 W 维线性空间 V 内线性变换在基 ei ， e 2 ，…，下的 
矩阵为凡因为 

= a »-i + l 6 «-. + l * = a i £ i » 

令 恥=1^，£„_, +1 )，则 M , 为 A 的二维不变子空间 • 

(1) 若 n = 2 m 为偶数，则 

V = ㊉ A / 2 ㊉ … ㊉ 队. 

由例4.8知，為的矩阵可对角化当且仅当4|«,(纟=1,2，一，饥）的矩 


阵可对角化，在基 

e '» € »-.+l 

下的矩阵为 





A = 

• 0 a ,' 

• a,-, +1 0. 

9 


|A£-A,|=A 2 - 

~did n 

卜 1 . CLiCLy 

. , +1 = 0,则 




*0 

■0 0- 

或 

' 0 O ' 

- fl n—i + l 0- 

或 

■0 o ' 

■0 0. 


若 A 关0,则从例 4. 9可知>1 ^矩阵不能对角化.现设 a . a ^ i +1 ^0, 
则 A 、 矩阵可对角化的充分必要条件是 A | M | ^ 特征值，而这等价于 
邮„_, +1 在/：内可以开平方. 

(2) 若 /j = 2 »i +1，则 

V = 从 ㊉…㊉ M„ + M m+1 , 

其中 ^^=1(^+,) 为一维不变子空间.故4的矩阵可对角化的充 
分必要条件同样是 A| Mj (i = l ，2, …， m ) 的矩阵可对角化. | 

评议此例中的矩阵是斜对角形的，粗粗一看，似乎只要调换一 
下列的位置就可以化为对角形.但是列的初等变换只是矩阵相抵，却 
不是矩阵相似.从解题的结果来看， A 未必相似于对角矩阵.这例题 




线性空间与线性变換 


再一次警示我们，不能以粗浅的直观感受为依据来判断一件事物的 
真伪. 

例 4. 11给定前《个自然数 l ，2 r "， n 的一个排列 :山… L 在 
复数域上线性空间 A/-CC ) 内定义一个线性变换尸 如下： 



(1) 找出 P 的 n 个线性无关特征 向虽； 

(2) 若々是/>的一个特征值，证明存在正整数I使4 = 1； 

(3) 若上述排列取为234… nl ，证明 P 的矩阵可对角化. 

解首先， £, = •£：•! + £, 2 + ... + £, •(hid， …， n ) 显然是 A* 的” 
个特征值为1的线性无关特征向量•其次， P 是对 M/C) 中的矩阵 
的列向量组作重新排列， />* 也是如此，因前 n 个自然数的排列只有 
有限个，故必有厂 ■ = P / (m>/). /»显然可逆（因为一个非零矩阵经/» 
作用后仍为非零矩阵，故零 不是/ >的特征值），故有 P - l = E . 若 Ac 为 
P 的特征值，则有 4 eA/-(C )，使 = 关0•令 々 = m-/， 则 

户 4 = = 因 4关0, 故 4 = 1. 

下面设 P 是由排列234… nl 决定的线性变换，易知 /»" = £ .因为 

工"一 1 = PJ (工 - e ")， 

A-0 

"Zi 2^9 

故 /»"-£= ；QO»—e ” £) = 0 .从例 4. 7 可知 /» 的矩阵可对角化. 
现在用另一种办法来讨论这个问题.令 

= Z/(£，i yE i2 , ••• tE^) (i = 1，2,…，”）， 

则V,为/»的不变子空间，且 

F = & ㊉ F z ㊉…㊉ 

于是，从例 4. 8，P 的矩阵可对角化的充分必要条件是 /»| v ，的矩阵可 
对角化.而 Plv, 在基£,,，五, 2 ，.••,£&下的矩阵是 
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其特征多项式是 


|A£-C/,| = 


A — 1 0 0 

0 A - 1 0 

0 0 A — 1 


0 0 


0 A - 1 


0 0 


0 0 


0 0 
0 0 


(- 1 >" ! 


=A" - 1. 

2^id 

它在 C 内有 n 个根 e ” （是= 0，1^"，71 — 1)，因而 PI '矩阵可对角化， 
这又推出 /> 的矩阵可对角化.这里给出了问题的另一 解法. 

现在来找出使 P 矩阵成对角形的一组基.为此只需找出户^的 
ri 个线性无关特征向量 • 

设叫 =e " ( 走 = 0 ， 1 ， 2,… ， 7i) •令 
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Ak = E n + co*£,- 2 + …+ co H t ~' E in , 

则 

w *^,i + + …+ 1 t + ^>1E in 

= < o t E n + a 4 E it + … + + E im 

—尸 A .*. 

这表示 A * 是 P 的对应于特征值叫的特征向量.因为叫,叫，•••，％_, 
两两不等，故 A 。，、, ，…，/^^线性无关，它们就是/ >| v .的”个线性 
无关的特征向量，组成 R 的一组基，在此组基下 P | v , 的矩阵成对角 
形 .I 

评议例 4. 7的结果有时可以简捷地判断一个线性变换的矩阵 
能否对角化，但无法找出使它对角化的一组基.这里给出两种解法， 
第二种解法找出使/»的矩阵成对角形的一组基，较为完整地给出了 
答案.实际上，对任意排列 1,12-1., 对应的 P ， 前面已指出，存在正整 
数々，使户_£=0,所以其矩阵都可对角化. 

例 4. 12 设4是数域尺上”维线性空间 V 内的线性变换.如 
果 A 的矩阵可对角化，证明对/!的任意不变子空间 M ， 必存在4的 
不变子空间使 V = M ® N . 

解设 M 是 A 的一个不变子空间.从定理2已知 
V = & ㊉ \ ㊉…㊉ 

现令 M , = Mn^(i = l ,2,-^). 在例 4. 8的证明中已指出 
A / =从 ㊉ M 2 @ …㊉ 

k 

令 = M ， ㊉ 则2风为直和•令 W = ■^ ㊉㊉ … ㊉ iV *. 对任意 
*-1 

，我们有 A a = KN t ，故队为 A 的不变子空间，从而 N 
是4的不变子空间.现在 

k k k 

M + N = Em , + S ^- = + 

**l 1**1 i—i 

«-i 

来证 M + N 是直和.设0=«+/3，<从，/9€_^，我们有 
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a = a] + a 2 + …+ a *， a, 6 M if 
芦 = A + 床 + ••• + A ， A . 6 风 • ， 

故 

0 = a + 沒 =(a, + 尾 ）+ (a 2 + 沒 2 ) + … + (a* + /?*). 

因 a , +/ S ,€'， 而 2 ' 为直和，故必 + A = 0 ，这里 eM ,, A 6 M ， 
而 Mi+Ni 为直和，故 《, = 0 ，A = 0, 于是 a =0，/3=0, 即 M+N 为直 
和 . I 

例 4. 13 设 A 是复数域上 n 维线性空间 V 内的线性变换.如果 
对 A 的任意不变子空间 M ， 都存在 A 的不变子空间 使 V = M® 
证明 A 的矩阵可对角化. 

解因为 V 是复数域上的《维线性空间，故 A 必有一特征值 
怂，设《为对应的特征向量，则 A /= LU ) 为 A 的一维不变子空间.按 
假设，存在>1的不变子空间 N, 使 F = M ㊉ _/ V , 这里 dim #=«_ l .我 
们来证明 A U 也满足题中的条件.设是 A | N 的一个不变子 
空间，则是 A 在 V 内的不变子空间，按假设，存在 A 的不变子空 
间 N” 使 ^^从 ㊉ 乂.令户= 从 HiV ， 则 尸是 的不变子空间，根 
据练习题 3. 2的第12题，有 ㊉ 尸.这表示4 U 也满足题中的 
条件. 

现在对 dimV = n 来作数学归纳法 . W = 1， A 在任一组基下矩阵 
是一阶方阵.总是对角矩阵,结论自然成立.假定题中结论对„一；1维 
线性空间成立，则当 dimV = n 时，上面已指 7 = L ( a )© AT . AU 也满足 
题中条件，于是 W 中存在一组基〜，…， a .， 使 M = h (/ = 2,3^"， n 〉. 
令4 = 0：，则在 V 的基 a ,, aj , — , a . *- A 的矩阵成对角形. I 

评议 一个《维线性空间 K 内线性变换 <4若满足如下条件 .•任 
给 A 的不变子空间 M ， 都存在 A 的不变子空间 7 V ， 使 F = M ㊉V ，则 
A 称为 完全可约线性变换. 上两例题说明，对复数域上的 n 维线性空 
间内一个线性变换，矩阵可对角化的充分必要条件是它是完全可约 
的. 

例 4. 14设 A 是数域尺上《维线性空间 V 内的线性变换 
V,a^0. 证明存在正整数 / fe ， 使得 ,A k ~ l a 线性无关，而 
A k a = a Q a + a\Aa + ••- + a *_ iA * -1 a . 
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如令 A /= L ( a ， Ao ■，…，/证明 M 是 A 的不变子空间，并进一步 
证明4 U 的特征多项式为 

f(.X~) — A* — — a*_ 2 A * -2 —… 一 aj — a 0 . 

解 考査向量序列 

a,Aa,A 2 a,—. 

对它使用第一章例 1. 10的筛选法，即知有最小正整数 h 使 
A k a = a 0 a 4- a x Aa -(- ••- + a l _ l A i ~ l a. 

由走的最小性易知 a , Aa ,^, A k - x a 线性无关•现 

A k+X a = a 0 Aa + a】/! 2 。 + …+ a*_jA*a, 

因 AS 可被，…，线性表示，故 A 4+1 a 也如此，由此递推可 
知 ia(/ = A，A + l，.“） 均可由 a,i4tf, — ,A* -1 a 线性 表示. 于是 M= 
L(a，i4a， … ，A 4_1 a) 为 A 的不变子空间， A | m 在基 a，Aa ， …，下 
的矩阵为 



「0 0 

0 

0 

… 

^0 





10 

0 

0 

… 

^1 



J = 

0 1 

• • 

0 

0 

… 

dl 

♦ 



• • 

0 … 

0 

1 

0 

七- 2 




L 

0 0 

»«參 

0 

1 

^1-1- 



于是/1|„的特征多项式为 








A 

0 

0 

0 

•• 


一 a 0 


一 1 

X 

0 

0 


• 

— 


0 

一 1 

A 

0 

• • 

• 

一 ^2 

D * = | A £ - J | = 


• 

• 

參 


•. 


參 

■ 



0 

… 

0 

一 1 

A 


— a k -2 


0 

0 

… 

0 

一 

1 

A — a A _ 


利用第二章例 1.8 的结果，有 

D k = \XE - J \ = A * - a k . x X k ~ l - a x X - a 0 . | 

四、商空间中的诱导变换 

【内容提要】 

设 V 是数域尺上的线性空间是 V 内一个线性变换.现设 A / 
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是4的一个不变子空间.我们在商空间 V / M 定义一个变换 如下： 

A (a + M ) = Aa + M . 

首先这一定义在逻辑上无矛盾. 

其次考查§ 3例 3.2 中定义的自然映射灼 V — WM ， 其中 $ p ( a ) 
= .把这记号用到上面的定义式，得 

A(a + Af ) = A<pi.a) = Aa -\- M = <p(Aa). 

这表明 炉 和上面定义的 V / M 内变换 A 可交换. 

现在来证4是 V 7 M 内线性变换.我们有 

A(,ka + l^) = A{ka + /^) = A<p(ka + 1^) 

= (pA(^ka + Ifi) = fikAa + M / J ) 

= kipCAa) + l<piAP)) = kAtp^a) + M〆 /?) 

= kAa 4 - IAP ， 

上面定义的 V / M 内的线性变换 A 称为 V 内线性变换4在商空间 

内的诱导 变换. 

命顯 设4是数域尺上 n 维线性空间 V 内的线性变换， M 是4 
的不变子空间.若 A 在 V 内特征多项式为 /( A )， AU 特征多项式为 
WA )， A 在 V / M 的诱导变换特征多项式为 A ( A ), 則 
/( A )=^( AM ( A ). 

评议荊面我们将空间分解为线性变换不变子空问的直和，以 
此对线性变換作深入的研究.但是代数学中还有利用商系统进行研 
讨的一般性方法.上面阐述的线性变换在商空间的诱导变换概念就 
体现了这种方法.这里要注意一点，现在不能用任意子空间来作商空 
间，只能用线性变换的不变子空间来作商空间，诱导变换才有意义. 
为了把 A 在 V 内的问題转化成它在商空间 F / M 内的诱导变换的问 
題，我们必须利用自然映射 

?>： V^V/M, 
a \-*~ a -\- M = a . 

在这里 A 与穸的变换关系 A ( p =< pA 是一个有用的工具. 

例 4. 15证明哈 密顿凯 莱 ( Hamilton - Cayley ) 定理： 如果数域尺 
上 n 维线性空间 F 内线性变换4的特征多项式为 /( A ) ,则 /( A ) =0. 
解 设《为7内一非零向量，根据例 4. 14,存在 A 的不变子空 
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间 M = L («， Aa ， …，使 A \ m 的特征多项式为 

宮 ( 又） = A* — — … 一 ajA — a 0 » 

且 

A k a = a *_, A* -1 a + ••• + a^a 4- a 0 a. 

于是 

g(,A')a= ( A * — a *— 〆 * -1 — …一 a^A — a 0 E)a 

= A k a — a*_iA 1_l a —… 一 a x Aa — a 0 a = 0. 

根据上面命题，4的特征多项式 /( A )=^( A ) A ( A ), 于是 / M)a = 
AUkC 4)«=0 .由此即得 / C 4) 为 V 内零 变换. | 

评议哈密顿-凯莱定理是线性代数中一个基本定理，它有很多 
种证明方法.这里介绍了一种仅利用线性变换的基础知识就能得出 
的简易证法•这个证法给我们的启示是，只要熟练掌握基本的理论知 
识，尽管它们只是初步的，但仍然能发挥重要的作用. 

例 4. 16设 A 是数域 K 上的 n 维线性空间 V 内的一个线性变 
换.如果存在 V 内非零向量《，使如=0,令 A /= KeM = « 

0}. 又设 A 在 V / M 内的诱导变换可逆，且其矩阵（在 V / M 内）可对 
角化.证明 A 在 V 内其矩阵也可对角化. 

解 根据例 4. 7,存在尺内不同的数 A ,， A 2 ，…， A *， 使诱导变换4 
满足 M-AJMA — A 2 五）… （A — A *£) = 0 •从该题的题解中已知 
A 2 , …， A * 应取为 A 在 V / M 内的特征值，而 A 在 V / M 内可逆，故 人參 
0(*=1，2,对任意 |9 ev ， 在 v / m 内有 

(A - A,E)(A - A ，） … C 4 - 五 ）（/9 + M ) 

= (A - A,£)U - A 2 £) — (A - A * 五)/? + M 

= 0 + M, 

从而 

(A. — (,A — (A — ^ M, 

于是 

(A - 0E)(A - 五 ) ".(A - W = 0. 

上式表示，在 V 内， （ A -0 E)(A — 々£)… G 4- A *£) = 0. 再根据例 
4. 7 M 在 V 内矩阵可对角化. | 
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评议此例将4的矩阵能否对角化转化为它在 V / M 内诱导变 
换矩阵能否对角化，这一方法在代数学中具有普遍意义. 

例 4. 17设 V 是数域 A ： 上的 n 维线性空间， A 是 V 内的线性 
变换.如果4的特征多项式的根都属于尺，则在 V 内存在一组基，在 
该组基下 A 的矩阵为上三角矩阵. 

解 对”作 数学归纳法. 《 = 1 时命题显然成立.设对; 《 — 1 维线 
性空间命题成立.当 dimV = n 时，由假设知 A 必有一特^征值 々，设 
/ UeAoe ” 其中句尹。.令 M = L ( ei )， 则 M 为 A 的一维不变子空间， 
于是 V/M 为 K 上 n _ l 维线性空间.根据上面的命题，诱导变换 A 
的特征多项式 A ( A ) 是 A 的特征多项式 /( A )=^( A ) MA ) 的因子，故它 
的根都是 V 内线性变换 A 的特征多项式的根，从而都属于尺，按归 
纳假设，在 VVAZ 内存在一组基 

e 2 = e 2 + M, e 3 = e 3 + M, •••, e„ = e n + M, 

使 A 在此组基下矩阵成上三角形，即 

At, = a 2 ,.i 2 + <*3.«3 + *•* + a„e, (*• = 2,3，...，”）- 

(1) 先证 ei ,£ 2 ,-, e ,^7 V 的一组基.这只要证它们线性无关即 
可.设 

+ Mz + …+ k H e n = 0. 

两边用自然映射作用（注意 ^ ei )= i . = 0)： 

•Pik x t x 4-是 2 «2 + …+ 是 〆 •） 

= k x < p (. t x ) + hfCe 2 ) + …+ 灸 
=是 2 云 2 + …+ k„e n = 0. 

因 i 2 . — . e B 为 V / M 的一组基，故 k 2 = ― =k H =0. 代回原式，因 e # 
0,推得 h = 0. 

(2) 再证在基 £1 ,£ 2 ,…，£«下4的矩阵成上三角形.注意如下事 
实：因 Ms / Xe ,) ，而 

Aa = (a + M) = Aa 十 A/ = + M ， 

于是 Aa = i ?+- fee ! = -&«! +/3(k e K '). 现在 

ASi= fl 2 ,i 2 + a3.e 3 + ••• 4 - a,v£, 

= <22,62 + «23<6 3 + … + a„£,. 
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根据上面的一般关系式，我们有 


Ae t = + a 2 ,. e 2 + a3 ； e 3 + …+ a „ e , (i = 2,3,…，”）， 
故 A 在基 El ,£ 2 ,-, e . 下的矩阵为如下上三 角形： 


A = 


'Ao 

k 2 

是 3 … 

… k n - 

0 

a 22 

^23 … 

… <l2n 

0 

0 

«33 … 

… ^3- 

0 

0 

0 ••• 

• 

• ^ • 

.0 

0 

0 … 

0 a m - 


评议此例比较全面地反映了利用商空间处理问题时的方法. 


主要是两个 步骤： 首先将问题转化为商空间中的问题，因为商空间 
维数已经降低，就可利用数学归纳法原理首先在商空间内解决问题》 
第二步再将结果返回到原空间.在这过程中将反复使用自然映射和 
模 M 剩余类的四条基本性质. 


练习題 3. 4 

1. 设4是数域尺上线性空间 V 内的线性变换，若 A a = Ao «， 又 
设/(幻二如义”+〜尸叫+…+〜为尺上一多项式. 证明： 

/U)a=/(Ao)a. 

2. 设是线性空间 F 内的两个线性变换，且 证明： 
若 Aa =^ a,m IK 这里为 A 的特征值 Ac 的特征子空间. 

3•设 A 是 n 维线性空间 V 内的一个线性变换，在基 ei ， e 2 ，… 
下的矩阵为 

■0 1 ." 

A= 0 1 . 

. ' 0 . 

证明： A 只有唯一的特征值4 = 0,且 V \= L ( e : ). 

4.设4是 n 维线性空间 V 内的一个线性变换.如果在 F 内存 
在一组基 


£” …， U r+1 
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使4在这组基下的矩阵为如下准对角形 

A -「 J1 0 1 

^'Lo j 2 r 

其中 Ji ， J 2 分别为 r 阶与 n - r 阶方阵，且 

「01.1 「01. 1 

J \= 0 . 1，</ 2 = 0 1 . 

- ..0」 •• 0- 

证明： A 只有一个特征值 Ao = 0, 且 

5.设4是复数域上线性空间 V 内的一个线性变换，且它在某 
一组基 U } 下的矩阵为 A , 求 A 的全部特征值和每个特征值 A 所属 
特征子空间 V ^, 的一组基， 其中： 



此题中哪些变换的矩阵可对角化?在可对角化的情况下，写出基 
变换的过渡矩阵: T ， 并验算 T - MT 为对角形. 

6- 给定数域 K 上三阶方阵 

• 2 2 - 2 ] 「2 — 2 0 " 

A = 2 5 — 4 ? B = — 2 x — 2; 

-一 2 — 4 5- -一 2 — 2 0- 
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C 


0 


0 y-i 

(1) 求尺上三阶可逆方阵了，使为对角 矩阵； 

(2) 如已知5与 C 特征多项式相同，求 x ,： y 的值•判断 S 与 C 
是否相似. 

7. 设4是线性空间 V 内的一个线性变换，存在一个正整数々， 
使 A * = 0. 证明： A 只有唯一的特征值 Ao = 0. 

8. 设々，七是线性变换4的两个不同特征值，$是分别属于 
a ,, a 2 的特征向量. 证明： ^+ e 2 不是 A 的特征向量. 

9. 证明：如果线性空间 V 的线性变换 <4以 V 的每个非零向董 
作为特征向量，则 A 是数乘变换. 

10. 设 A 是线性空间 V 内的可逆线性变换. 

(1) 证明： A 的特征值都不为零； 

(2) 证明：若 A 是4的一个特征值，则 1/ A 是 / T 1 的一个特征 
值. 

11. 设 V 是数域 A ： 上的二维线性空间， F 为 V 内在基 61 ，^下 
有矩阵 

• 0 a 

, n ia^K) 

Ll 一 a 0 」 

的线性变换所成的集合，证明 f 中的线性变换没有公共非平凡不变 
子空间. 

12•设 V 是实数域上的一个 n 维线性空间 ， A 是 F 内的一个线 
性变换.证明 A 必有一个一维或二维的不变子空间. 

13. 设 A ， B 是 n 维线性空间 F 内两个线性变换，且 AB = BA . 
A 是 A 的一个特征值， V ,是属于特征值 A 的特征子空间.证明 h 是 
»的不变子空间. 

14. 设 F 是数域尺上的 n 维线性空间 ， A ，忍是 V 内两个线性变 
换，且 = 如果 A , B 的矩阵都可对角化，证明 y 内存 在一组 
基，使 A ， fl 在该组基下的矩阵同时成对角形. 
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§1双线性函数 

一、 双线性函数的定义 

【内容提要】 

定义设 V 是数域 K 上的线性空间.如果对 V 中任一向量 a ， 
都按某个给定的法则/对应于 A ： 内一个唯一确定的数，记做 /( a ), 
而且满足如下 条件： 

( i ) /( a +/9)=/(«)+/ (沒 ） （V 

( ii ) f(ka)=kf(,a') (V a^V,keK), 

则称 / 为 V 内一个线性 函数. 

定义设 V 是数域尺上的线性空间.如果 F 中任意一对有序 
向量 OJ ) 都桉照某一法則/对应于内唯一确定的一个数，记做 
/( a ， y ?)， 且 

( i ) 对任意 &，有 

+k z a t ，/ 9) =k\fia x ,^9) +k 2 f(,a 2 ，/ 9) j 

( ii ) 对任意/1，/ 2 €尺，《，/9 1 ，爲€7，有 

/( a ,/,^ I +/ 2 /? 2 )= Z ,/( a ,/9 1 )+/ 2 /( a */?2)* 

则称 /( a ，/3) 是 V 内的一个双线性函数 • 

命题 设 V 是数域 / C 上的72维线性空间.在 V 内取定一组基 
£!，6 2 , •••,£„. 则有 

( i ) V 内一个双线性函数 /0，/9) 由它在此组基处的函数值 
/(€；，~)(£，_/=1 ，2,…， n ) 唯一确定.换句话说，如果有一个双线性函 
数 〆 a ， /?) 满足 〆 e > ， 勺）= /( e > …），則 g(a ， 沒) =/( a ,^). 

( ii ) 任给数域尺上一个《阶方阵 



A = 


(a.>6K), 



必存在 V 内难一的一个双 线性* 數 /( a , 卢），使 

/(«■ »£>)=a, > (“_/'=1 ， 2,…，”） • 
对 V 内任一双线性*数 /( a , /?〉，我们称 


- /Ui ， ei) /UiA) … 

/(e 2 ， £i) /(e 2 ， e 2 ) …/(«2，《») 

A = 

/(€.,ei) /(U 2 ) … /(e-，0 

为双线性 A 數 /( a ，/9) 在基 ei ， e 2 , …， e , 下的矩阵.这样， F 内每个双 
线性函数对应于數域 K 上的一个 n 阶方阵.根据命題中 （ i ) 与 （ ii ), 
这个对应是 V 内全体双线性函數所成的集合和 A / 〆 尺）之问的一个 
-对应. 

在 V 内另取一组基7”72，...，7»，设 

(7"72，...，7*〉 = (« ite 2 , — , e „) T . 

又设 B =(/( n )) 是/(«，/?)在基 Uw ， 1 ? - 下的矩阵，那么 B = 
T AT . 

定义 给定数域 / C 上两个《阶方阵 A ， 凡如 果存在 K 上一个 
可逆的71阶方阵 r ， 使 B==:r'4 ： r, 則称 b 与 z 在 k 内合同 ，记做 b 
〜儿 

矩阵合同关系是一个等价关系，即具有反身性、对称性和传递 
性. 

命强 數域尺上两个《阶方阵合同的充分必要条件是它 
们是尺上； I 維线性空间 F 内一个双线性*数 /( a , /3)在两组基下的 
矩阵. 

评议把数域尺看做自身上的一维线性空间（加法、數乘为数 
的加法、乘法）， V 内一个线性函數/就是 V 到尺的一个线性映射， 
所以它并不是一个靳概念，只是用了一个新名词而已.因而，关于线 
性映射的所有知识对它都是适用的.一个双线性函数則是把两个线 
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性函數捆綁在一起，理论上并无实质性的变化.线性映射的基本点是 
它由在一组基处的作用唯一决定，而它在一组基处的作用则可用矩 
阵表示，这样，线性映射的课題与矩阵论的课題是相通的.这一点对 
双线性函数无疑也是对的，所以，在空间取定一组基后，双线性函數 
和 n 阶方阵一一对应.双线性函数是抽象的，它直观意义很清楚，又 
不受基的不同选取的千扰，利于从理论上分析、探索问题.但当需要 
做具体计算时，就要取定一组基，把它变成矩阵. 

注意双线性函数在一组基处的矩阵是由它在此组基处的函数值 
决定的 . Z 的秩 r ( A ) 称为该双线性函数的秩.如 r ( A )= n ，则称该双 
线性函数是满秩的. 

为什么要引进双线性函数呢？这是因为线性空间的理论还要再 
发展. 看一看我们熟知的一些具体线性空间就会认识到这一点.例如 
三维几何空间中全休向量关于其加法（平行四边形法則）及与实数的 
数乘组成实数域上线性空间.但除此之外，空间向量还有长度和夹角 
(它们由向 f 点乘完全决定），这一点在线性空间的一般理论中没有 
任何反映.此外，空间向量还可以作叉乘，这更是一般线性空间没有 
的. 又如，复数域可以看做实數域上的二维线性空间，每个复数（现在 
是此二维线性空间中的向量）有模和輻角，另外，复数之间还有乘法 
运算.四元数是实数域上的四维线性空间，但四元數 Z 也有樸 （| A | 
等于4与共轭四元数乘枳的算米平方根），另外，四元数也有乘法运 
算是数域 / C 上的 V 维线性空间，但其中方阵有乘法.所有 
这些都提示我们，线性空间的理论应当在以下两个方面作进一步的 
发展： （1) 在空间中引进度量理论，即给向量以长度、夹角这一类属 
性； （2) 在空间向量中引进乘法运算.本幸研究双线性函数就是为 
了第一个方向的需要. 

如果桉照上面的办法把多个线性函数捆绑在一起，那就进入多 
重线性代数和张量的研究领域了. 

读者必须注意双线性函数和线性变换的一个不同点：一个线性 
变换 A 作用在 V 的向量 a 上， / la 仍为 V 内的向量，而双线性函數的 
值是尺内一个数，不是 V 内的向量.因此，对 V 的一个子空间 M,A 
未必可以看做 M 内的线性变换（因为但 Aa 可能不在 A / 内）， 
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这就使利用子空间处理问題受到极大限制，这也就是要引入线性变 
换的不变子空间的原因.双线性函数就完全不同，它可以把定义域限 
制在任何一个子空间 M 内，看成 M 内的双线性函数.这就使双线性 
函数的理论比线性变换的理论简单得多. 

例 1.1 在内定义二元函数如 下：若 

a = ( x ,, x 2 , x 3 , x t ) , P = (yi ，： y z ’y3,3 ^)， 

则令 

/(«,/?) =— 3x 2 3>i + 2 x 3 y 2 — 5 工 3,3 + 11 工 <3»4 ， 

判断/(«，/?)是否 A ： 4 内双线性函数. 

解令 

• 0 0 0 0" 

- 3 0 0 0 

A = ， • 

0 2-5 0 

0 0 0 11 - 


设利用矩阵运算法则，得 

4 - k 2 a 2 )= + 

= k^AP) +k z (.a z A^) 

同理有 /( a , Z 1 /9 I +/ 2 /? 2 )=/ 1 /( a,/?,)+/ 2 /(«,/?,)，tt /( a , 彡)是 iC 4 内 
一个双线性函数. 

如果取尺 4 内坐标向量为一组基，则 /( a ，#) 在此组 
基下矩阵即为凡若另取一组基 

7 i = (1, — 1,0,2), 72 = (0,1, — 2,1), 

?3 = (1 * — 1 ， 一 1 * 1 )* V* == ( 0 , 0 , 1 , — 1 ) , 

则因 


' 1 0 1 

一 1 1 — 1 

(7 l ，72,73，？4) = ( e l ， e 2， e 3， e 4) _ , 


O ' 

0 


- 1」 


故 /( a ， 的在基 7 i ，72,73,7« 下的矩阵为 
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" 47 

22 

25 

- 22" 

23 

-13 

2 

—1 

27 

—1 

11 

- 6 

- 24 

1 

- 8 

6. 


B = V AT 


评议上面利用了矩阵的运算，先写 

/(a,/?) = (— 3 工 2 ,2 工 3 , 一 5x 3 ,11x 4 )^ , 

然后得 

(— 3x 2 ,2x 3 , — 5jt3»11x 4 ) = cxA. 

例 1.2 在实数域上线性空间 C[a，6] (即闭区间 [a,6] 上全体连 
续函数所成的 R 上线性空间）内定义二元函数 如下： 若 /U)，^:r) 
€C[ a ，6]， 定义 


= /(x)^(x)cosxdx. 


利用定积分的性质易知 /(/，g) 是 c[>，6] 内一个双线性 函数. 垂 
例 1. 3在 M.(ZO 内取定两个方阵 A 0 ,B 0 . 第三章例 1. 2中定 
义了 M„00 上全体数量函数组成的尺上线性空间7(尺），对/，发 
定义 

F(.f,g) = f(A 0 )g(,Bo). 

那么， 

FikJ, + k 2 f 2 ,g)= (A,/, + k 2 f 2 )CA 0 )gCB 0 ) 

=• (,kJi(.A 0 ) + kMAo^gW 
=^i(/i(A 0 )^(B,)) + k 2 (.f 2 (A 0 )g(B 0 ')) 

= kiFifiyg) 4 - k z F(.f 2 ,g). 

同理我们有 F(,f,l lgi +l 2g2 '>=l,F(f,g l ')+l2F(f,gz). 故二元函数 
F(/，g) 是 7(/0 内一个双线性函数. ■ 

评议以上两例都是无限维线性空间内的双线性函数，这说明 
我们要讨论的课题应用面将会很宽.在例 1. 2中有 I(f,g) = 
/(☆/), 而在例 1.3 中，当 A>^5。 时，一般说 F(/,g) 关尸(发，/).这 
显然是两种不同类型的双线性函数. 


二、 对称双线性函数 


【内容提要】 

定义设 V 是数域尺上的线性空间，/(«，沒）是 V 内的一个双 
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线性函数.如果对任意有/0»，/9>=/(/?， 0 )，则称/(<*，/3)是 

一个对称双线性函数. 

在 V 内取定一组基之后， V 内全体对称双线性函数所成的集合 
和 K 上全 体;！ 阶对称矩阵所成的集合之间建立起一一对应的关系. 

现设 / U ，/?) 是 F 内一个对称双线性函数.我们定义 Q /( a ) = 
/0， a )， 称为 /0，的 决定的 二次型函数. 如在 V 内取定基 ei ， e 2 ，…， 
£.. 又令 /(£■，々） = a y ， i 4=( a y ). 那么 /(a,/?)=X，Ay(X，y 为 a ，/3 在 
基 ei ， e 2 ,•••,€„ T 的 坐标） ，于是 

n n 

Q /( a ) = /( o , a ) = X'AX = ^ ( a, v = a ^,). 

1=1 >=1 

上式称为二次型兩数在基 £ l ， e 2 ，…，下的 解析表达式. 

定理 1设 F 是数域尺上的 n 维线性空间， /(«#) 是 V 内的一 
个对称双线性函数，则在 V 内存在一组基，使 /( aj ) 在这组基下的 
矩阵成对角形. 

评议对称双线性函数是在线性空间引进度量的主要工具，因 
而它成为本章的主要研究对象.但它有多种表示形式，上面说的二次 
型函数就是它的另一种形式.二次 型朵数 <3/( a )=/(«， a ) 由对称双 
线性函数/(«，妁唯一决定，但反过来， 

/(a ， 沒） = y{Q/(a + 沒） 一 Q/(a) - Q/(^)}. 

所以二次型函数和对称双线性函数是同一事物的不同表现形式. 

上面的定理 I 是对称双线性函數的基本定理.换用矩阵论的语 
言，就是任意对称矩阵必合同于对角矩阵.这一定理如果用矩阵方法 
或用对二次型函数 QAa ) 的解析表达式进行配完全平方的办 法来证 
明是较烦琐的.而使用对称双线性函数的语言，利用对称双线性函数 
可以限制在 V 的任意子空间 M ， 成为 M 内的对称双线性 * 数这一 
事实，我们用数学归纳法轻而易举地就能证明这个基本定理. 

在下面的讨论中，一个命題（定理）可以用不同的语言叙述出来， 
但它们仅是同一事物的不同表达方式而已，读者要学会根据具体情 
况，用其中任何一种语言来表达和利用这些结论. 

例 1.4 在内定义二元 函数如 下：若 



§ 1 双 线性* 数 227 


° = (^ i , x 2 , j ： 3 , x 4 ) , /? = (yiyyztyity*') y 

则令 

/(a ， 夕） =— x x y x + 2 x 2 3 / 3 + x 2 y 4 + 2x 3 y z + x K y 2 . 
证明 / 是尺 4 内一对称双线性函数并求其秩. 

解我们逐步把/表成形式. 

/(a ， 月 ） =( — Xi , 2 x 3 4- x a ,2x 2 ,x z )I3' 


( 工 1 ，工 2 ，工 3 ，工 4) 


10 0 
0 0 2 
0 2 0 
0 1 0 


聲 

0- 


仿照例 1. 1的办法即知/为双线性函数 . A 为对称矩阵，故有 UA /?' 
为一阶方阵，其转 S 等于自身） 

/( a ， 卢） = aA^ = {aA^ )' = ^A'<J = PAa' = f(/3,a). 

因此， / 是一个对称双线性函数 ./ 的秩 = rM )， 而 


A = 


■— 1 

0 

0 

0' 

1 


■- 1 

0 

0 

0_ 

0 

0 

2 

ll 

—► 

0 

1 

0 

0 

0 

2 

0 

ol 


0 

0 

2 

1 

- 0 

1 

0 

0- 


- 0 

0 

0 

0- 


由上式知 rC4) = 3, 即/秩为 3. | 

评议 A 实际上是/在尺 4 的坐标向量 ei ，e 2 ， e3 ，e 4 组成的一组 
基下的矩阵，故由 A 为对称矩阵即可判断/为对称双线性函数. 

例 1. 5在 M„(/Q 内定义二元函数 如下： 

/(A,B) = tr(AB) (V A,B 6 M n (,K)). 

证明 / 为对称双线性函数.在似„(/0内找一组基，使/在该组基下 
的矩阵成对角形并求/的秩. 

解 方阵的迹具有如下 性质： 

trd_<4i + 々2*<4 2 + …+ k,A,) ==^ I tr(i4 1 ) 4 - k z tr(.A 2 ) 

+ …+ 是 , tr(A )， 


tr (AS ) = tr (凡 4). 

由上两式即知 / 为内对称双线性函数. 
在 M B (尺〉内选取一 组基： 




Eu ( t '= 1，2, …， n )， 

E fi + E m (i,j = l ， 2 ， “ ， ”;i. < >), 

E tj — Eji (i、）= 1，2 

我们来证明在此组基下 / 的矩阵成对角形.首先，有如下事实 

£ 為 = 卜 若卜 k ’ 

1 丨0， 若 j 羊 h 

WIT 、 I 1, 若 1 = l ，j = k , 

tr 獅 )= 1 0 , 其他 • 


(1) 显然有 


/(£,,,£ >y : 


[1 ，若 i = j ， 
io , 若! 


对是</，又有 

f ( E iit E u ± E lk ) = tr (£“ E u ) 士 tr ( E „ E u ) = 0. 

(2 ) 对 i < j ， k <“ 有 

/(£,)• + EjijEu + E u )= tr ( E 0 E u ) + tr ( Ej , E u ) 


+ tr(E 0 E u ) + trCE^Eu) 

=tr(E 々 £ u ) + tr (£,,£„) 

12 , 若 i = k，j = I ， 

= U 其他； 

/(£.) + E h ， E u - E lk )= tr(£,,£„) - tr(£,,£ u ) = 0. 

(3) 对* •<>，々</ ，有 

/(£,.)• — E M ， E U — E u )= trCE^Eu) — triE^Eu) 

- tr (£ l7 £ H ) + 

=— tr(E ， E u ) — tr(E 0 E u ) 

一 I — 2 ，若 i = k，j = I ， 

= \ 0，其他 _ 

上面的计算表明 / 在所取定基下的矩阵成对角形，主对角线上 
有 n 个1， ”气” 个2和个_ 2 ,从而/是满秩的. ■ 

评议此例难处是如何寻找使/矩阵成对角形的一组基.因为 
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/ C 4， B )= tr ( Afi ) 的表达式较复杂，也无现成可用的办法.但本题的 
函数表达式具有抽象的一般形式，并非具体数字，于是猜想使它的矩 
阵成对角形的应该是紙(尺）中具有一定普遍意义的基.首先想到的 
是 U ，_/_= l ，2,但计算 /(£ 1> ,£ >I ) = tr (£ lV £ >I ) = 1，它并非 
主对角线上的元素（主对角线上的元素应为/(£,,，£,,)).由此知此 
组基不合要求.然后自然想到由对角矩阵、对称矩阵和反对称矩阵来 
构造一组基，这就是上面得出的结果. 

例 1.6 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间， /( a , 沒)是 F 内一个 
线性函数，如果对任意《，沒€ V 有/(«，/?) = -/(/3, a ), 则称/(«，沒) 
是 V 内一个反对称双线性 函数. 证明 V 内存在一组基，使 /(« ，卢)在 
该组基下的矩阵成如下准对 角形： 


5= [-J 


解 若 dimV = l . 任取 V ■.因 /( a , a ) = — f ( a , a ), 由此推知 
/( a ， ar ) = 0 .取 a /0, 则任给 戸 ，有 于是 /( a ,/3) =/( a ,^ a ) 

= k /( a , a ') = 0. 故知 /( a ，/9)=0, 命题 已证. 

设 dimV = 2 且 /( a ， 卢） _0. 因 / 反对称，对任意 aGV , 都有 
f ( a , a ) = 0. 取 a 。，/^ V ，使 /( a 。，#。) 00,此时因 /( a o ，士卩 。j = 

^r/(a{i ， A)) = l ， 故不妨设 /(<*。，/9。）= 1，那么 /(/9 0 *«o) = — /(ao*/?o) 

= —1. 现在 a 。，#。 线性无关（否则必有 fi 0 = ka 0 , 于是 /( a 。，/?。） = 
/(«。，&。）=^/(%，《。）= 0，矛盾），可取为7的一组基，/在此组基下 
矩阵即为 

现设当 dimV<n 时命题已成立，当 dimV = n >2 时，若 /( a ，/?) 
=0,它在任一组基处矩阵为零矩阵，命题已证.若/(«，/?)_0，如上 





所述， V 内存在线性无关的向量组叫，凡，使 / O 。， 氏 ）=1 .令 M = 
L ( a 。， 凡）， dimM =2./ 看做 M 内反对称双线性函数，在 M 的基 a 0 , 
爲下的矩阵即为& 

现将 a 。，/?。 扩充为 V 的一组基 0 0 ，拉 0 ,7”州，7\.令 El = a 0 , e 2 = 
A >， 及 

£, = /(“)£,- /(hO + y ,， 

这里 i ’ = 3,4, …， 《. 现在 £ i ， e 2 , e 3 ,— , c , -% a 0 , 择。， 7 3 ,…， 7 n 等价，仍为 
V 的一组基，而 

e 2 ) + /(e”y,) = 0 ， 

/( e 2 ， e .〉= /( e 2 ， y ,)/( e 2 ， £l ) + /( e 2 ,7.) 

= -/(e 2 ,r,) +f(e 2 ,r i ') = 0. 

令 iV = L ( e 3 , …， e B ). 因 dimTV = n — 2，/( a ，/?) 限制在 TV 内仍为反对 
称双线性函数，按归纳假设，在 W 内存在一组基 如，…， V ”， 使 /(«,/?) 
在此组基下矩阵为命题所要求的准对角形.因 F = M ㊉ #，故 £ l , e 2 , 
rh ， …外为 V 的一组基，在此组基下，/的矩阵即为所求之准对角矩 
阵 . I 

评议 上面证明的关键之处仍在于， /(« J ) 限制在 V 的任一子 
空间 M 内仍为 M 内的反对称双线性函数这个重要节实.由于双线 
性函数的这个性质，为我们利用子系统处理问题带来极大的方便. 

例 1. 7设 V 是数域上的 n 维线性空间，/(«，#)是 V 内的双 
线性函数.对 V 的子空间 M ，定义 

L ( M ) = {a e V \ f ( a ,^ = 0, V /?€ M }, 

RiM ) = {a e V |/( y 9, a ) = 0, V /? G M }. 

证明 L ( M ) ，及 ( Af ) 为 F 的子空间.如果 f(a， 扪为 V 内满秩双线性函 
数，证明 

dimL ( Af ) = dim /?( Af ) = n 一 dimAf , 

同时又有 i ?( L ( A /))= L (/?( M ))= A /. 

解 L ( M ) 与 /?( M ) 为 V 的子空间是显然的.在 A / 内取一组基 
q ， …， Cr ， 扩充为 V ■的—组基 e ! ，…， er ， e r +1 ，…， e „. 对任意 a^V , a 6 

乙(从)<^/(0^) = 0(1.=1，2，..，广). 

设 



a = + •- + a r tr 4- a r+1 e r+ i + ••• + a n e n , 

则 aeL ( AZ ) 等价于 

/( e ! ，€,•)〜 + …+ f ( e r , e ,') a r + f ( e r +1 , e ,) a r+1 

+ …+ /(£nf^)a„ = 0 . 

f 满秩是指 n 阶方阵4= (/(£■，~))满秩.上面是个未知量 r 个方 
程的齐次线性方程组，其系数矩阵的行向量组为 A 的前 r 个列向 
量.故其秩为 r = dimM ， 而其解空间的维数 = dimL ( M )=«- r (因为 
其解空间与 ZXM ) 同构） = n - dimM . 

同理可证 dimi ?( M ) = n — dimM . 

显然有由上面结果，我们有 

dimi ?( L ( M )) = n — dimL ( Af ) = dimM , 

故 /?( L ( M )) = M .同理 LO ?( M )) = M . I 

评议题中给的条件是 / 满秩，而 / 满秩是指它在一组基处的 
矩阵满秩 ，所 以解题时应在 V 内选一组基.题中都与子空间 M 相 
关，所 以这组基应由 M 内一组基扩充而成. 

例 1.8 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间，是 V 的两个 
子空间， /( a ，^) 为 V 内双线性函数，使用上例的记号.证明 
L{M + AO = L ( Af ) D IAN)，Rm + AO = R ( M ) f | 扉）、 
如果 /(«，/?) 满秩，则 

UMC \ N )= UM )+ L (, N ) , R { MC \ N )= R (, M )+ R (, N ). 

解设 a € L ( M + AO , 则对任意 y ?€ M + W ， 有 /( a ， 沒 )= 0 .因为 
+ 故 aeL ( AO ，《€ L ( AO , 即 aeL ( M ) C \ 
UN ), 于是 IAM + N )^ UM ) C \ UN '). 反之，设 aeL (, M ) f ) UN ) , 
那么对任意 z ^ eMweN ， 有 /(6,/?,)=/( a ,/9 2 )= o . 现在任取芦 e 
M + AS 则 0=^+6(比€从，/3 2 €^)，我们有 

/(«»/?) = /( a , 成）+ /( a , 沒 2 ) = 0. 

这说明 aeUM + N ). 因此, L ( M ) fU ( AOeL ( M + AO . 由此推出 
L(M + JV ) = L ( M ) ft MN ). 

同理有 R ( M + N )= R ( M ) r \ R ( N ). 

现设 /(«，/?) 满秩.对任意 ae /<( M )+ L ( AO 有 ^ = 01 + 0 2 («,€ 
L ( M )， a 2 € A ( AO )， 对任意 /? eM 门 AT ， 由 /?€M 推知 /( 〜，/9) = 0,再 


由 peN 推知 /(a 2 ,/?) = 0. 于是 /(«，#)=/(«"；?) +/(a 2 ，/?) = 0 •这 
表示 aeL(MD^). 因而 L(M)+L(iV)CL(Mn^). 

另一方面，由于 /(« ，幻满秩，利用例 1.7 及维数公式，有 
dim(L(Af) + UN)) 

= dimL(M) + dimL(iV) - dim(L(M ) 门 IAN 、、 

= (n — dimAf) + (n — dimN) — dim(L(M + AO) 

= 2n — (dimAf + dimN) — (« — dim(Af + N)) 

=n — (dimM + dimiV) + dimM + dimTV 
— dim(M 门 W) 

=n- dim(M 门 _/V) = dimL(M fl N). 

由上面结果推出 L ( M )+ LCN ')= L (, Mr \ N ). 

同理可证及 (M)+ 及 I 
评议对 V 的子空间 M，L(M) 称为 M 关于 / 的左正交补， 
尺 (M) 称为 M 关于/的右正交补.上面两例给出了它们的基本性质. 
这些性质是利用双线性函数来研究线性空间各种课题的有用工具. 

例 1. 9设 F 是数域 A： 上的线性空间，/(«) <(«) 是V内两个 
线性函数，且 /(a) 发 （a) 三 0. 证明 /(a) 三0或 gia )=0. 

解设存在 aAF， 使 /(a。) 关0,因为/(“。)《(叫）= 0，故〆％) 
= 0.对任意沒€匕我们有 

0= /(a。 + /9)^(a 0 + 卢）= (/(a。） + /(/S))(^(o 0 ) + 发 (卢 )) 

= /(a 0 ) 发(卢）+ = /(a 0 〉 犮(/9〉. 

已知/(«。〉#0,由上式推出〆 /3) = 0. | 

评议在上面推理中，为证 g(々 = 0, 利用向量《。+仏这是在讨 
论线性问题中常用的技巧，读者应学会这个妙法. 

例 1. 10设 (7，V 是数域尺上”维线性空间 ，/, g 分别是 C/，F 
内的双线性函数.在 C； 内取一组基 ei ,e 2 ，…，£-，在V内取一组基％， 
72,…，7»，令 

'/(£,,£,) /"(e" 。） … /(£i ， e,) _ 

4 /(e 2 *£i) /(«2 ， £ 2 )… /(e 2 ,0 

. : . 

/( e -* ei ) /( e ,， e 2 ) …/(£,，、）— 
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B 


发（71，71) gOh， 1 ^ …犮 （7 i ，7«)' 
茗 （7”7 i ) 茗（72，％)…发（7”7«) 


Lg(Ul) gdlz) … g^Vn ， Vn)\ 

则 A 与合同的充分必要条件是存在 f / 到 y 的线性空间同构映射 
ff ， 使 ^(< y (£,), a ( ey )> =/(£,*£>). 

解充分性因为为线性空间同构 ，故* T ( £ l )，( T ( e 2 ) ，…， 《!(£„) 
为 V 的一组基 < 在此组基下矩阵为 A ， 故 B 与 A 合同. 

必要性若 B 与 A 合同，则存在可逆 n 阶方阵了，使4 = 
T ' BT . 令(叫 ，％，…， aO = (7 i ，7 i ， …，7*)了，则发在基如1，《>2，“•，叫下 
的矩阵为即 ^ U , C > )=/( £ ,,6 ; ). 根据第三章§ 3线性映射的基本 
性质知，存在到 V 的线性映射 <7,使 £ r ( E ,) = a > I , 因为把 t ； 的一组 
基映射为 V 的一组基，故为线性空间同构，此时 
=g(cr(e i ) I 

例 1.11 给定数域尺上同类型准对角矩阵 



■0 0 ' 


■0 0 ' 

A = 

•o A - 

， B = 

.0 fii - 


其中 A ,, B , 均为 m 阶可逆方阵.证明 A 与 S 合同的充分必要条件 
是木与氏合同. 

解若耒 与艮 合同，则有 m 阶可逆方阵: T ， 使于 
是 


■E 

o ir 

0 0 Ip' o' 

ro o "I 

'0 0 ' 

.0 

r JL 

0 >liJLo T 」 - 

.0 TA X T . ~ 

-0 B x . 


即 A 与 B 合同.反之，若已知 d 与合同，则存在可逆矩阵 

[ T , T 2 1 


使 T ' AT = B ( T , % 


IT , T ,. 
阶方阵），我们有 


■Ti 

■ T \ 

3 

0 0 1 
0 A,J 

rr , t 2 i 

It 3 rj 





t \ a x - 

rr , t 2 i 

■ tU , t 3 

t \ a , t k - 


L 。 

t \ a ,. 

Lt 3 tJ = 

■ t \ a , t 3 

T \ A , T ,. 




由此推知 5,= T ； i 4, T 4. 因为 m = r ( B 1 ) = r ( TUiT 4 )< min { r ( Ti ), 

为 m 阶方阵），故 r (7\)= m ， 即7% 可 
逆，由此推知氏与戍合同 .I 

评议此例运用分块矩阵运算及乘积矩阵秩的不等式,初学者 
容易犯一个错误 ，从尽 =穴次7\，不证明7\可逆就断言民与 A 合 
同，这是概念不清. 

例 1. 12设 / O , 仍是数域尺上线性空间 V 内的对称双线性函 
数.如果内两个线性函数.证明 
存在 F 内线性函数 M 及 K 内非零数 A ， 使得 
/( a ,^) = A /( a )/(/3). 

解 首先，若 /(«，/8)=0, 只要取 A = l ，/( a ) EO , 即有 /( a ，/3) = 
MMK /3). 下面设 f ( a ， p 、_ Q . 于是有〜，凡云 V ，使 
/(«。，札）= gMhifio ') 7 ^ 0. 

因为 /( a ，/3) 为对称双线性函数，故 /(^ o ， ao ) = g (/? o ) A (« o )^0. 
现在令/⑷=贫⑷，那么，对任意 pev ， 我们有 

/(a 0 ,/3) = g(.a 0 )h(,p) = /(/3,a 0 ) = g •(芦 )A(a 0 ). 


已知尽（《 0 )关0,从上式推出办（/3) = ^^(/?) = /1/(卢），这里；1 = 

器由此得 

/(«，/?)= g(a)h^) = Xg{a)g^) = A/(a)/(/9). | 

评议一个双线性函数能不能分解为两个线性函数的乘积是一 
个有趣的课题.此例对一般线性空间（包括无限维线性空间）的对称 
双线性函数解决了这个课题.如 V 为《维线性空间， 

在 V 内取基 e !， e 2 ，…，£,，则 /( a ，；3) 在此基下的矩阵为 


^•(£,)/1(6,) g(,€i)h(.e 2 ') …茗 UD/Ke ”） 

g(e 2 )/i(€i) 发 （ e 2 M(e 2 ) … g-(e 2 )A(e B ) 
A = m m 

.^(eJACe,) g(OA(e 2 ) …互 （ OA(eJ 



§ 1 双线性函数 235 


显然 r C4> = 0 或 1. 故秩大于1的双线性函数不能表为两个线性函 
数的乘积. 


练习題 4. 1 


1. 在中定义函数如下：若 

a=(,ai ， ai，— ,a n ) ,自 =(Jh ， b 2 , … ， b ,、 ， 

则令 

/( a ，#)= aiAi + a 2 6 2 + m + aA . 

证明这是一个双线性函数. 

2. 在尺 4 中定义函数如 下：若 

«= Cri ，工2，工3，: c «) ， /?= (: yi ，力， 

则令 

f(,a,^) = 3xiy 2 —5x2yi+x 3 yi — ix A y i . 

• (1) 证明/(«，#)是一个双线性 函数； 

(2) 在 中给定一组基 

e , = ( l ,2,- l ,0), e 2 = ( l ,-1,1,1), 
e 3 =(- l ,2， l ， l ), e 4 = (- l ，一 l ，0， l )， 
求/(«，#)在这组基下的矩阵》 

(3〉 在 K * 内另给一组基 

(7 l ，？2，73,7‘） = ( e l ， e 2， e 3 

其中 

■1 1 

T = 1 1 

1 -1 

-1 -1 -1 

求 /(a，#) 在基 rj ' m 下的矩阵. 

3. 在此(尺）内定义函数 如下： 

/ C 4， B )= TrG 4 S ). 

已知 /G4，B) 是一个对称双线性 函数； 

(1) 令 n=2, 在 Af 2 (iO 内取一组基 






'1 

o' 


•0 

r 

€ll = 

.0 

o」’ 

«12 = 

Lo 

0. 


■0 

01 


「0 

0] 

«21 = 


， 

e 22 = 



-1 

OJ 

Lo 

1 」 


求 / G 4， fi ) 在这组基下的矩阵》 

(2) 在从 2 (尺）内另取一组基 



求出两组基之间的过渡矩阵7\. 

(7 l ，72，？3，7‘） = ( e ll » £ 12* £ 21，£22)了， 

再求在基 7 i ，72,73,7« 下的矩阵. 

4. 设 V 是数域尺上的 n 维线性空间， /(« ，的是 V 内的一个双 
线性函数. 证明： /(«，#)满秩的充分必要条 件是： 当对一切 / sev 有 
/( a ,)9) = 0 时，必定有 a =0. 

5. 在吧中定义函数如下：若 

a= (xi , x z , x 3 , Xi ) , /?= (: yi , y 2 ,y 3 ， : y «) ， 

则令 * 

/(ff fi 5)=x,^i + x z y 2 + x 3 y 3 ~ x A y A . 

(1) 证明 /(«,/?) 是对称双线性函数 5 

(2) 求 /( fl ，/9) 在基 

6 j == (1 ，0,0,0)， ti ~ (0,1 »0»0)» 

£3=(0,0,1,0), e 4 =(0,0,0,1) 

下的矩阵； 

(3) 求 /( a , 幻在基 

7 i = (2,1, —1,1), 72 = (0,3，1，0)， 

73 = (5,3,2，1)， ％ = (6,6，1，3) 

下的矩阵， • 

(4) 证明 /( a ， 妁是满秩的； 

(5) 求一个向董 a / O , 使 /( a ， a )=^0. 
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6. 在内给定双线性函数/(«，#)如下，试判断哪些是对称 
的，哪些是满秩的.设 

«=(工1，工2，工3，工4)， (: yi »>»2 *^3 ，3U ). 

( 1 ) f(.a^')=xiy 2 —xiy 3 + 2xiy i —x z yy+ x z y A —x 3 yi 

— 2x z y K — 2x A y x —x t y 2 + 2x A y 3 ; 

( 2 ) /(a ， 卢） =Xi 3 »i + 2 x 13 / 2 + 2 x z yi + 4x 2 _y 2 — 工 3 3> 3 

—工3,4 — 3 + x A yit 

(3) /( a ,/9) = — x ，3» 3 + 工 i 3 U +工33»1 +^4— x i y x — x A yu 

(4) /( a ,/?)= xiy 4 + J ：«3 , i - 

7. 证明： 


'A, 




^2 

与 

K 


- 1 



K. 


合同，其中〖1，〖2,，是1，2,…， n 的一个排列. 

8. 设4是一个 n 阶方阵，证 明： 

(1) d 反对称当且仅当对任 一 nXl 矩阵 X ，有 

X'AX = O t 

(2) 若 A 对称，且对任 一 nXl 矩阵 X 有: 那么 >1 = 0. 

9. 设 V 是数域 K 上的 n 维线性空间，/(«，/?)是 V 内的双线性 
函数.如果/(«，幻不是对称双线性函数，证明 /( a ，/?) 在 V 的任意一 
组基下的矩阵均非对角矩阵. 

10. 设:^‘是取定的整数^‘:’^‘/^在尺”中取定一个向量组 

心，《 2 ，…， ‘定义 F 上二元函数 如下： 对《，卢€尺"，令 

« > 

/( a ， 芦）= detCa ! ，…， a ， …，芦，…， aj ， 

其中 （ a ” …， a ， …，/?，…，％)表示以 a ,, — ,«,_!» a , a , +1 , …， a 卜” 卩， 
« y +1 ， 为列向量组的 n 阶方阵. 

(1) 证明 f ( a ，_ K ” 中的反对称双线性函数. 

(2) 如果 ai ， a 2 ，…，是尺”的一组基，求/(«，々)在这组基下的 
矩阵 • 

(3) 求/(«，#)的秩. 
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§2二次型 

【内容提要】 

定义以数域 K 的元素作系数的 n 个变量々，〜，•••，&的二次 
齐次*數 

/ = 2 么 AjXiXj = a>) (1) 

称为数域尺上的一个二次其系数所成的矩阵 


A = 


是数域 K 上的；2阶对称矩阵，称为此 二次型的矩阵 . A 的秩 rC 4) 称 
为此 二次型的秩. 

令 

•:i 

-工 • 

二次型 （1) 可以表示成矩阵乘枳的形式 

f=X'AX. 

显然，数域尺上一个二次型/就是 V 内一个二次型函数 Q /( a ) 
在基 — 下的解析表达式. 

定义考查系數属于数域 K 的如下的《个变量的线性变数替 
换 

工 1 = + f i 2 y 2 + …+ t ln y n , 

工 2 = ^21^1 + <22 力 + …+ t 2 »yn » 

(2) 


工《 = 心 1 少 1 + tmy z + ― 4- t„y n . 







如果其系数矩阵 





可逆，則 （2) 式称为數域尺上的可逆线性变数替换. 
命® 给定尺上两个二次型 

颼 " 

f = 2 (% =〜）， 

1-1 >-1 


n n 

8 =^i = ~) ， 

1-1 >-l 

它们的矩阵分别为 A = ( a i j ), B =( b i j ). 則存在 A ： 上可逆线性变数替 
换 X = 7 Y ， 使/变成 g 的充分必要条件是 S 与4在尺内合同，即 

B = T ' AT . 

根据§ 1中的定理1的推论，任意一个对称方阵都合同于一个 
对角矩阵.从上面命題可知，定理1可用二次型的语言叙述如下： 
定理丨给定数域尺上的一个二次型 


/= 2/ (a *> = a >). 
r -1 >-1 


则存在 /C 上一个可逆方阵7\使在线 •性变 数替换 X = TZ 下此二次 
螌变为如下标准形 

+ … +d n zl. 

评议历史上首先研究二次型的是高斯.他研究整數系数的二 
元二次型 a ： r z + 26:^+ o , 2 , 主要是从数论的角度讨论这个课題.为 
此，他？ I 入两个二次型等价的概念，即它们通过整数系数线性变数替 
换 

jx = a x u + b]V, a, b\ 
ly = a 2 « + biVy a 2 b 2 

能互变.高斯的工作对后世有深刻 影响. 以后柯西研究了 一般的《元 
二次型并在1829年得到上面阐述的定理 1. 

根据以上的分析，数域尺上全体《元二次型所成的集合与尺上 
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全体 rz 阶对称矩阵所成的集合之间存在一一对应.在§1又指出，在 
尺上 n 维线性空间 V 内取定一组基，…， e , 后，尺上全体 n 阶对 
称矩阵所成的集合与 V 内全体对称双线性函数所成的集合之间也 

存在-对应，而对称双线性函数又与二次螌函数一一 对应. 所以， 

现在我们所研讨的理论有如下四种等价的语言表达法： 1) 二次型 
的语言 ； 2) 对称矩阵的语言； 3) 对称双线性函数的 语言； 4) 二次 
型函数的语言. 

上面所说的关系具体表示出来 就是： 二次型作可逆变数替换 
X =7 T 等价于其矩阵 A 作合同变换：而这又等价于空间 
V 内作基变换§ 1定理1说对称双 
线性函数经基变换可使其矩阵对角化，这就等于说对称矩阵可经合 
同变换化为对角矩阵，而这又等于说二次型可经可逆线性变数替换 
化为标准形. 

读者必须 注意： 二次型只能作可逆的线性变换替换，如作不可 
逆（即其变换的系数矩阵了不可逆）将导致错误的结果. 

给定一个具体二次型，如何作可逆变数替换把它化为标准形的 
问题在历史上曾被详细研究并写进代数学的教科书.但从现代观点 
看，它已不是重要内容.下面简要叙述其中的配方法.设给定二次型 

n n 

/= S 2〜工-工> ( a 'v = 
f-i >=i 

(1) 若关0.作可逆变数 替换： 



不难看出，这实际上相当于定理1证明过程中所做的基变换.经过上 
述变数替换后，二次型化作 

n n 

anyl + 2 2〜爲 




然后再对上式右边的 n — 1个变量％，％，•••，>的二次型继续进行 
计算. 

如果 a u = 0, 而某个 an ^ O , 則对 j :,. 配方. 

(2) 所有 a a = 0( i _ = l ，2, …，》1)，而有一个 a ,> X )(£<_;_)， 則做变 

数替换 

{ Xi ^ yi + yj , 

工产 yi — y ” 

^ k=yk 

这就可以把二次型化为第一种情况. 

例 2.1 化二次型 

/= ZxiX 2 — 6 工 2 工 3 + 2X\Xi 

为标准形. 

解现在所有平方项系数都为零，而 a 12 = i 尹0.做变数替换 

工 1=3»1+ ， 2» 

. 工 3= ^3- 

写成矩阵形式 


X =\ X 2 


1 0 hy 2 =T,y. 


二次型化作 

2 (: yi +yz')(.yi~y2') + 2 (.yi+yz )3*3— 6 (.yi—y 2 )y 3 
= 2 yi — 2 yi — 4 yiy 3 ~h 8 y 2 y 3 . 

: y ? 的系数不为零，对: y , 配方，得 

2 (yf — 2 y t y 3 )~ 2 yl+8 ： y 2 3»3 = 2 (_y 1—_y 3 ) 2 — 2_y|—2_yi + 8 y 2 y 3 - 
做变数替换，并写成矩阵形式 . 

'1 0 n rzf 

0 1 0 z 2 = T 2 Z . 


Y = 


0 1. 
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二次型化作 


2zf —2«14- 822Z3 — 2 zl - 


再对 z 2 配方，得 

2 z \ — 2 (, z \ — 4z 2« 3 ) — 2z| = 2 z \ — 2 (Z2 — z %) 2 + 623- 
做变数替换，并写成矩阵形式 



=t 3 u. 


2 u \ — 2m! + 6k!. 

最后，求出总的坐标变换矩阵.因 

x=T,y=r 1 (T 2 z)= t,t 2 (t 3 c/)=(T, r 2 T 3 )t/, 




"1 

1 

0' 

—1 

0 

r 

1 0 O ' 

故 

t=t x t z t 3 = 

1 

-1 

0 

0 

1 

0 

0 1 2 



-0 

0 

1- 

.0 

0 

i - 

-0 0 1. 


1 31 

-1 -1 
Lo 0 1 

如果写出原二次型矩阵 4 和标准形矩阵 £)，有 



0 

1 



—2 

0 

O' 

A = 

1 

0 

-3 

， D= I 

0 

-2 

0 


-1 

-3 

0- 

1 

.0 

0 

6 - 


不难验证有合同 关系： T'AT=D. I 

例 2. 2 设是前 ri 个自然数的一个排列.给定数域 /C 上 
两个二次型 


/ = d x x\ + + …+ d^l, 

g = d i x y\ + 名 ，* + … + 
证明存在可逆线性变数替换 X=TY 使/变为心 
解/和 g 的矩阵分别是 



A = 


d . 


0 


,B = 


0 


只要证存在 n 阶可逆方阵: T, 使 T'AT=B. 

考査尺上 n 维线性空间 v 内一个对称双线性函数 n。 扎它 


在基 ei，£ 2 ,— 


因为 e.,*e, 2l 
一组基.令 


下的矩阵为凡那么，我们有 
' 0,若1 

、仍是V内一个线性无关向量组，所以它也是V的 


•••,€,) = C£,,e z ,"',eJT , 

/(«，；?)在基 e,, ,e. 2 ，…， \下的矩阵显然即为 B， 从而 B=T'AT. | 

评议此題用二次型的语言叙述，但其最简明、直观的证法是使 
用对称双线性函数的语言.读者应 注意： 此题的结果说明，二次型标 
准形中的系数可以按任意次序重新排列. 

例 2. 3给定实数域上二次型 

S 

/= 2 + a,. 2 jr 2 + …+ a in x n y , 

1-1 

令 


a n 

a U … 

a 2i 

a 22 … 

- a ，i 

a sl … 


证明/的秩等于 r04). 

解令 


工2 



我们有 


双线性*数与二次型 



= S (。《工1 + a i 2 X 2 + …+ 

«-1 

= /• 

因为是对称矩阵，故实二次型/的矩阵就是 A ' A . 考査齐次线 
性方程 = 0 与 M ' A)X = 0. 显然， AX " = 0 的解都是 （ A ' A)X = 0 
的解.反之， C 4 M)X = 0 的任一组解 X 满足 X ' C 4 M)X = 0, 于是 
X '( A ' A ) X = ( AXY ( AX ) 


= 2 ( a ,.l X l + a ii X 1 + … + a in^nY 
= 0 . 


在实数域内它推出 a n xi + a l 2 x 2 + ••• + a iH x m = 0(!• = 1 ， 2 ，…， s ) ，于是 
AX = 0 . 因此, = 0 与 G 4 M)X = 0 同解. 由此推出 n-T(A) = n- 
rG 4 M )， 即 rC 4 M ) = rC 4). | 

评议解此题的关键有二，一是看出 /= X ' G 4'/ OX ， 二是看出 
^ = 0等价于 G 4'4) X ==0. 这两点都依赖于熟练掌握矩阵乘法的基 
础理论. 

例 2. 4 给定数域 / C 上的元二次型对它作可逆线 
性变数替换 X = 7 T ， 其中: T 为主对角线上元素全为1的上三角矩 
阵，/经此变换化为二次型 g = Y ' BY . 证明4与 B 的下列子式 相等： 



此类线性变数替换 X = TY 称为 三角形变换. 

解设 




<12 ― hn 

1 <23 ••• { 2n 


令 X =7 Y ， 则 这里 B = T ' AT . M 

对 A ， T ， fi 进行 分块： 

^ 广 A] ， ^1, &]， 

IA Z A ,} 0 r 3 J IB 3 艮」 

其中 A ，7\，反均为 r 阶方阵.我们有 

, = ' T \ 0 "|「々 々 ipr，rq 

= .T ； T；JU 义儿。 ： r 3 」 


T'AT= 


t'^t, t\a,t 1 + t[a 2 t 3 

.t\a,T, + t' 3 A 3 T, T\A(T t + T\A{T t + t' 2 A z T 3 + T' 3 A t T 3 . 


[Bx B 2 -| 

= Lflj b« 」. 

因此 ，氏 =7^^?^ ，我们有 

^{j 2 I :卜叫 == HI 2 ⑷ 


2 … J. ■ 

例 2. S 给定数域尺上的二次 型 /^ XMX . 设/的秩为 
(1) 证明/可用三角形变换化为 
g = A ,>>, + AM + …+ (人 =5^ 0 ,i = l ，2，".， r ) 
的充分必要条件是 


D k = A 


'9^ 0 {k = 1，2,…， r )， 


2 … k , 


0 (々 = r + 1，…，”） • 


而 




现在来证明充分性.对变量数 n 作数学归纳法. 《 = 1 时/已是 
标准形，只需作恒等变数替换 X = EY . 设对 n — 1个变元的二次型充 
分性已成立.则当 

/= 2 S a o x ' x > = X ’ AX 

»=1 >-i 

时，设 


(1 2 ••• 

A \ t 0 (是 =1，2, …， r )， 

ll 2 — k \ 

(1 2 — k \ 

A { =0 ik = r + — 

ll 2 ― k ) 

现在 a„=^j j 关0,应用配方法，即作三角形变换 


a U a \n 


o ... 


则/化做 


其矩阵为 


8 = a ny\ + 2 = Y'BY, 


■ a „ 0 


L o Bj 

若 r = l ， 则 l = r (5)= r ( Bi ) + l ， 故 r ( Bi ) = 0, 即 Bi =0, 命题已 
证.下面设 r > l .现在 . 


1 2 ... 灸 = 丄 £ |1 

1 2 “•是 a n ll 


丄沁 1 2 + 1 关0, 

a ii ll 2 … k + 1 


这里6 = 1,2,…， r —1. 而 


1 2 - k 二丄^ 1 

1 2 — -6 U 


丄彳 2 … 々 + 1 =0 , 
a n ll 2 — k + 1 


这里 々 = r ， r + l ，… ， n — l . 按归纳假设，有三角形变换 





作三角形变换 



则 

g= Y'BY = Z' (T'zBT^Z 
= a n z\ + ^z\ + ― + KZr- 

现在 Tl \ 仍是主对角线上为1的上三角矩阵，在三角变换 X = 
(7 T 2 )Z 下， 

/= X'AX = Z' (T' 2 T ATTi)Z 
= Z' (T' 2 BT 2 -)Z 

=a n Zi + A 2 sr! + … + Kz\. I 

评议三角形变换的优点是，它把二次型化为标准形后，标准形 
各平方项的系数可由二次型的矩阵 Z 的一些子式明显表示，这是其 
他方法无法做到的.这对讨论一些理论问题有利. 

例 2. 6给定数域 K 上两个同类型准对角矩阵 



0 1 

' B x 

0 ■ 

， B = 


- 0 

^2 • 

• 0 

B 2 - 


其中 A l , B l 为同阶对称方阵， A 2 ，艮 亦然.存在可逆方阵 7\， T 2 使 
r [ A 1 T l = D 1 为对角矩阵，: tu 2 ： t 2 = d 2 为对角矩阵，于是 


\ T \ 

0 • 

0 • 


0 • 

'T\A{T 

0 - 

L o 

r 2 - 

• 0 A2 - 

• 0 

t 2 . = 

- 0 

T ' 2 A Z T 2 - 



o ]=d. 

0 d 2 j 

于是 A 〜 £>• 同理 B 〜 F , 这里 

r^i o] 

F = , 

o f 2 J 

其中瓦〜 /^， b 2 〜 f 2 ，且厂 ， f 2 为对角矩阵. 
根据例 2. 2,可令 



其中忒参 0， e ; 关 0. 

现设 Z 〜则 D 〜 F . 于是 D , F 是数域尺上有限维线性空间 V 
内一个对称双线性函数/(«，/?〉在两组基下的矩阵.如果还已知烏 
〜及，则 A 〜厂，由于方阵合同是一个等价 关系， 合同时，它 
们合同于同一个对角矩阵.故可取 D X = F ,. 现在 



这里因为 D 〜 F ， 故 r ( D )= rOO , 于是 D , F 主对角线上非零元素个 
数相同.令 




适当掉换基的顺序，可使 

'0 1 [0 ' 

0 0 

D 〜 , F 〜 D u . 

0 0 

£> 21 J L f 2 , 

因为 D 〜 F , 按照仞 1.11, 我们有 

-〜 o 1 〜 「 D „ 0 _ 

- 0 d 2 J 〜 L 0 尸 21 」. 

如能由上式证明 Z ) 21 〜 F 21 ( 证明见例 2. 7)，再按例 1. n ， 推知 Z ) 2 〜 
f 2 . 于是有 

i 4 2 〜 D 2 〜/^〜五 2 . I 

例 2. 7 给定数域上两个同类型准对角矩阵 



[A, 0 1 

B l 0 ■ 

A = 

, B = 



- 0 Ai- 

- 0 b 2 . 


其中 A . yB , 是同阶对称矩阵,4 2 ,执亦然.如果4与合同， A 与 
合同，证明 A 与万2合同. 

解从例 2. 6,可设 





其中 ai ^ O , bjy ^ O , c t ^ O . 

现在 A , B 可看做尺上一有限维线性空间 F 内一对称双线性函 
数(《，/ 3)( 为简便计，略去前面函数记号 /) 在两组基 
e r + 2 ，… ， 6r +, 及71， … ，7”7 r + i ，…， 7 r +, 下的矩阵.此时 
(〜，£)) = (7. ,7/) = 0 (i # ) 时). 

我们对戌的阶数 r 作数学归纳法. 

设 r = l ， 现在因为 

(«i 士 Ui 士 7 i )= ( e " q ) 士 2(£ i ，7 i ) + (7"7 i ) 

= 2 a ! 土 2(^1，7 i ). 

由于 ai ^ O , 由上式推知 h + 714 + 71) 与 (A —7 i， e i —7 i ) 不能全为 
零. 

设.令7=4 + 7,，定义 F 内一个变换 
SAa) = a- ^yjy. 

易 知&是 V 内一个线性变换.我们有 


S r cn = y - 繁营 y =- y . 


对任意 《 ev ， 又有 


S?(«)= SAa) - 繁营 W) 


2( a , y) r . 2( a ,7) 

( y ,/) 7+ ( y ， y /_ a ， 

即 S ? = £ ，从而 Sr 是 V 内可逆线性变换，且 Sr ^ Sr . 于是 Sr 是 F 到 
自身的线性空间同构映射. 

对任意 a ， y ?€ V ， 有 


_㈧ =(卜 競口—微 7) 


( ^ 4(fl ， y) ( 彡， y) , 4(a,r)(y9,7) , r r> 

= (〜)- (7^— + ( 7 ,ry (y ， y) 

=( a ,/3). (3) 

注意 y = Ei +7 i ， 又 (ei —+ — 冰，?,）：。.我们有 

Sr(«i + 7 i ) = («i + 7 i ) — 5《’ jT))( e i + 7 i ) = — € i _ 7” 



c . „ 、 . „ 、 2(g, - 7 m£, + 7,) r C ^ 

Sr(ci — 7 i ) = (fii — 7 i ) — (y y ) 7 = e i _ 7 i . 

上面两式相加得 S y ( ei ) = — 

现令 

M = L(.e 2 , — ,e l+t ), N = L( 7 2 , — ，7 i+,). 

若有 KV , 且(“， 7l ) = 0, 令 

a = 工 i7i + x 2 72 + … + 工 i+«7i+,. 

我们有…， 1+ s )， 因此， 

工 i(7i ， 7i) + 工 2(72,7i) + … + 工 i+»(7i+« ， 7i 〉 

= 工 1(71 ， 71) = oxXi = (o,7i) = 0. 

因心尹0,故 XisO , 于是 o 6 N . 

对 2</< l + s ， 从 (1) 式得 

(S r £i,S r ei) = (Sr€i , — 7i) = (e,.£i) = 0, 

因而 Sre ^ N . 现在& 是线性空间 M 到； V 的同构映射，由 （3) 式知， 

(Sy€i*Sy£y) = (£•.，£>〉. 

把对称双线性函数 ( a ，#) 限制在 M ， W 内，分别得到 M ， W 内对称双 
线性函数 /， g , 上式表示 

^(Sre,,Sre ; ) = /(e,,e y ). 

利用例 1. 10,/在 M 的基 e 2 , •",&+ ，的矩阵木与 g 在； V 的基 
%，…， 7 i +, 的矩阵氏合同. 

如果是 (£ i — 71， £ 1一71)# 0 ，令 7 = «i —7 i ， 作同样推理即知木与 
历合同(此时 $(0=1^). 

现设命题对凡为 r -1 阶方阵时已成立.考査 A 为 r 阶方阵的 
情况.此时前面的推理仍然成立，只是 

M = L(£ 2 , — ,e r ,e r+1 ,*-,£ r+( ), 

N = L (72, …， 7 r ，7 r + l ，...，~+,). 

(«，/?)限制在 M , N 内分别得麥对称双线性函数/，发.令 

a 2 

0 

D= ••• , 

0 



则/，&在 M ， N 内上述给定基下的矩阵分别是 



•D 

0 ' 


rZ) 

01 

A = 

, B = I 




-0 

^2 - 


u0 

b 2 J 


因为(取 7=€ i +7 i ^ Si — 71，又 ( ei ) = —7 i 或 7 i ) 

( S /6,- , Sr6i ) == ( Sy6 ,- ，士 7 l ) 

= (€,.，£】）= 0 (2 ^ Ir + 5 ), 

故即 s , 为 M 到 W 的线性空间同构，同样由 （3) 式得 

^(5y6,^SyCy) = /"(€,•，£))• 

利用例 1. 10，/在 M 的基 e 2 ，…， e r ， e r +1 ，…， e r + ，下的矩阵 Z 和发在 
N 的基％，…， H +1 ，…， 7+下的矩阵5合同.现在根据归纳假设， 
A 与私合同 .I 

评议此例就是二次型理论中著名的 Witt 消去定理.粗一看， 
此命题的结论似乎是显然的，然而真正证明起来却是颇费心思，并不 
“显然”.首先，是按例 2. 6将问题简化，这主要是把 A , B 归结为可逆 
对角矩阵，且 A , = B y . 然后按例 1. 10的要求构造 V 到自身的满足 
(3) 式的线性空间同构，这是最关键的一步，构造出的 S , 通常称为 V 
内的镜面反射.有了这些结论，例 1. 10就导出了命题所要的结论.本 
例中使用的方法极具典型性，富有启发性，读者应细心推敲体会，以 
提高自己处理问题的能力. 


练习题 4. 2 

1. 写出下列二次型的矩阵,并求该二次型的秩. 

(1) /= — 2x\ — X 2 + X 1 X 3 — X 2 X 3 J 

( 2 ) /= — X\Xz — 2 xix 4 +x\ — 5x3X4 ； 

(3) f=2x\ — Zx\ — 4j ：3 — 5x5» 

(4) /= —x 2 2 —xl+xiX A . 

2. 在 K 4 中给定如下对称双线性函 数：若 

a —(. xijx s , x 3 * x t ) t 


令 


/( a ，夕） =—+ 2 xiy 2 + 2 ^ 23 ；, — 3 x 2 y 2 +s 


— 2 工 1，4 + 工 0^2 _ 2 : 0*1 + 2x A y A . 

(1) 写出 / U ，/3) 在基 

£i = (1 ，0,0，0〉，£2 = ( o ， i ， o , o ) ， 
£3 = (0»0,1,0), e 4 = (0,0,0 ， l) 
下的矩阵,并写出/(«，《)在此组基下的解析表达式； 

(2) 做基变换 

「 2 1 + 
1 0 

(7"72 ，々 3 ， 74〉 = ( € 1 ， e 2 ，忘3 ， € <) V 3 


0 0 六 


求 / U ，#) 在基 7..72.73.74 下的矩阵，并求 /( a ， a ) 在这组基下的解 
析表达式》 

(3) 求可逆线性变数替换 X =7 T ， 使二次型 

/= —xi + 4 xix 2 — 4 xix 4 — 3 x 1 + 2 x 2 x 4 + 2 x 4 

化成标准形. 

3. 给定四个变 M 的二次型/，试在尺 4 内找出对称双线性函数 
/(«,#), 使 /(«,«) 在基 

€i = (l »0,0,0) » e 2 = (0 ， l ， 0,0 )， 
e 3 = (0,0 ， 1 ， 0) ， e 4 =(0,0,0 ， l) 

下的解析表达式为/，其中 

( 1 ) f = z x \+ x \+ x \+ x \+2 x \ xz + 2 x 2 x 3 4 - 2 x z x a ； 

( 2 ) f = X \ X2 + XiX Z + XiXi + X 2 X 3 + X 2 X 4 + X3X4 . 

4. 用可逆线性变数替换化下列二次型为标准形： 

(1) /= — 4 xix 2 + 2 x x xz + 2 x 2 xz ； 

( 2 ) f=xi + 2 x 1 X 2 + 2 x 1 + 4 x 2 x 3 + 4 x 3 ; 

(3) /= xf — 3 j ：2 —2 x \ x 2 + 2 x x xz — 6 x 2 x ^ ； 

(4) /=8: ti ： C 4+2: r 3 i 4 + 2: r 2* r 3 + 8: r 2 : r 4 ; 

( 5 ) f=X\X 2 -\-XiXz + X\X K +X 2 X 3 + 工 2 工 4 +XzX A . 
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5. 证明三角形变换的逆变换也是三角形变换. 

6 . 给定数域 K 上二次型 

/ = (.a x x x + a z x z + ― + 4- b 2 x 2 + ― + b„x n ). 

试用可逆线性变数替换将/化为标准形. 

7. 证明： 秩等于 r 的对称矩阵可以表成 r 个秩为1的对称矩阵 
之和. 

§3 实与复二次型的分类 

【内容提要】 

给定数域尺上两个二次型/，发，若/经可逆线性变数替换化为 
发，則称/和 g 等价 ，记做/〜发 ./ 与发等价的充分必要条件是它们 
的矩眸合同. 

定理 1复数域 C 上任一个二次型/都等价于如下一个二次 
型： 

其中 r 等于二次型/的秩，这称为该二次型的规范形.规范形是难一 
的. 

定理 2实数域 R 上任一个二次型/都等价于如下一个实二次 
型： 

«lH - hl4_l4+l - u 2 r. 

它称为 /的规范形. 规范形是唯一的. 

户称为实二次型/的正惯性指数， r _ /•称为/的负惯性指数， 
/ ( r —/>) = 2/> — r 称为/的符号差. 

评议将数域尺上的全体二次型桉等价关系进行分类，在每个 
等价类里挑出最简单的二次型作为该类的代表，称为规范形.这种分 
类问題遍布数学各 领域. 当 A ： 是复數域时问題最简单.一般人眼中 
认为复数域比其他数域复杂，但在代數学中，复数域是最简单的数 
域，原因 在于： 在复数域内任何一元代數方程都有根，而在其他數域 
则未必.当尺为实數域时，二次型的分类就复杂一些，但问題也已经 
完滿解决，至于其他数域内二次型的分类问題就大大复杂化了. 




注意一个 事实： 一个实二次型经可逆线性变数替换化为标准 
形： 义0>?+义 23 4+-+>1 11： ^，那么，义 1 ，々，...，1中正数个数 P 就是它的 
正惯性指数，负数的个数 g 就是它的负惯性指数，而秩为其中非零元 
素的个数 r . 不一定要再把它化为规范形. 

例 3. 1求实二次型 

/ = 2XjX 2 — 6 工 2 工 3 + 2XjX 3 

的规范形，正、负惯性指数和符号差. 

解现在所有平方项系数都为零，而 aiz = l 尹0.做变数替换 

^ i = yi+yzt 
- 工 2=3*1— ： V” 

. 工 3 = y 3 - 

写成矩阵形式 



二次型化作 

2 (：yi +) 2 ) ( 力 一 力 ） + 2 (M + ) ： y 3 — 6 (y, —yi)y 3 

= 2 y\ — 2 y\ — 43/^3 + 83/23/3. 

y \ 的系数不为零，对: ^ 配方，得 

2 (,yi — 2 yiy 3 ')~ 2 y\+ 8_yo»3 = 2 (.yi—y 3 y ~ 2 yl~ 2 yl+ 8 y z y 3 - 

做变数替换，并写成矩阵形式 



二次型化作 


2 zf — 2z|+ 8 zzZ 3 — 2«3. 


再对 h 配方，得 


2 z \ — 2 (z 董一 4:2:3 ) — 2z 董 = 2zf — 2 (22 — ) 2 + 62：!. 




做变数替换，并写成矩阵形式 


Z = 0 1 2, 


二次型化作标准形 

2u\—2u\-\~ &u\. 

最后，求出总的坐标变换矩阵.因 

X = T , y = T l ( T 2 Z )= T , T 2 ( T 3 f /) = ( r , T 2 T 3 )(/, 
「1 1 0"| 「1 0 ll fl 0 ol 


故 r = T I T 2 T 3 


-1 001 00 


上面得到的还不是 / 的规范形.再作可逆变数替换（限在实数 




1 

7T 3 , 


r - 

二次型化为 

v\ + vl — vl. 

这就是/的规范形，其秩 r = 3, 正惯性指数/> = 2,负惯性指数为1， 
符号差为 2 —1 = 1. | 

评议本题把/称为实二次型，因而只能在实数范围内作可逆 
变数替换， = 是允许的.如果称/为复二次型，则可在复数 


范围内作可逆变数替换，即可令 


3 .如果称/为有理数域 
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Q 上二次型，则上面最后一步变数替换就不允许. 

例 3. 2 设 

f~l\ … +lp—l 2 p +i — … 一 4 + ,， 

其中 li — a n x x + a i 2 x 2 + \- a „ x x (£ = 1 ， 2 ，…，/> + 9 ) 是々 r 2 ，…，工„ 

的实系数的一次齐次函数.证明/的正惯性指数，负惯性指数< 
< 1 - 

解法一使用线性空间的语言.即设 R 上 n 维线性空间 V 内对 
称双线性函数 / U ，/?)， 其二次型函数 Q /( a ) 在基 ei ， e 2 ，…， h 下解析 
表达式为题中实二次型 /. 现在找一组新基化简/的表达式，也就是 
找一个基变换矩阵 T . 设向量组 

的一个极大线性无关部分组 是'， '，…，'，把它扩充为 IR " 的一组 
基 ，…， a , r ，/3”…，卩, ( r+s = n ). 以它们为行向量排成《阶可逆 
实方阵 T . 如果作可逆线性变数替换 y = TX ， 这时人人 ，…， v 变成 
力， 3 < 2 ,…，>，而其他 4 可被… ， a ~ 线性表示，即任一 
P ) 可被&，&，…，\线性表示，从而 A ‘上述可逆变数替换下变成 
^ 1 *^ 2 »**•*> 的线性组合，而 l f + j ( j =\ ， 2 ，…， 9 ) 则变成 力， y 2 ,• 
的线性组合.于是在 Y = TX 变换下，/变为 

g =yi + ••- + yl + m? +1 + …+ w 》 

其中叫 + ,( l <»</»- r ) 为％， 7 2 ，".， > 的线性型.此时义= 7^ 1 7，这 
相当于在 V 内作基变换 

(7i ， 72, … ， 7n) = (e, ,e 2 , — ,e,)T _1 , 

Q/O) 在基71，％， …， 7- 下的解析表达式即为现令 M=L(7r +1 *••• » 
7”），则当 a€M 时，有 a=；y r+1 7 r+1 +_yr+27 r +2 + …+3»«7«■，于是 
Q/Ca) = 《 (0, … ， 0 ，： y r+1 ，…，％) =— —… 一 m 2 p+q < 0. 

现设 Q/(a) 在基叫 ，叫，…為 下变为规范形 

A = zf + …+ 4 — zf +1 —… 一 zi +v , 

则 M 即为/的正惯性指数.令，…，叫），则对 N，a 尹0, 
有叫+… + a «< w «， 此时 

Q/(a) = Ha' ， … ， a, ， 0^" ， 0) = af + …+ a« > 0. 
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由此知 MfliV={0}. 由维数公式，有 

rC^- dim(M + N~) = dimM + dimTV — dim(M D N) 
—n — r u. 

由此知同法可证负惯性指数 t;< 9 . 

解法二设 / 经可逆线性变数替换 



化为规范形 


犮= ： y ? + …+ W — 元 -1 — … 一 yl+v. 

如果《>/>，考査如下齐次线性方程组 


a n^i + 

…+ a ln x H = 

= 0, 

a P\ x \ + 

…+ a^x n 

= 0 ， 

G+1 1 工 1 

■f …+ «»+! 

■X” = 0, 

tn\X X + 

... + t m x n = 

0. 


它有 p + (.n — u ) = n + (.p — u')<.n 个方程，有 n 个未知量，其系.数矩 
阵 A 只有 W —U —/») 行， rG4)< n -(« — /»)<；!，根据第一章 § 2,其 
基础解系含 n - r (, A )= u - p >0 个向量，故它应有一组非零解 


= fli, x z = a 2 , … ， x n = a n . 

令 


T 


因 r 可逆，故 bA ，…， b n 不全为 o. 但由上面齐次线性方程组后 
U 个方程可知有6« +1 =6« +2 =…=6, = 0,于是 

g ( b l , b 2f — , b „) = 6? + …+ 纪 > 0 
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= fia lt a 2 ,"'',a n ') = Zf + ... + l\ — l 2 P +i — ••• — l\+ q . 
但由上面齐次线性方程组前/»个方程可知有 

ja ^.— ― = Z f ( a " a 2 , …， a ”） = 0, 

于是 

/( a " a 2 ，…， a B ) = — 0 +1 — … 一< 0 

矛盾.于是同法可证 | 

评议解法一利用线性空间，其解题思路有较强的几何直观，即 
利用/的表达式，找出一个子空间 M ， 在其内 Q /( a )<0. 又利用/的 
规范形找出一个子空间 V ，使对\，《矣0,有 Q /( a )>0, 于是 A /门 
iV ={0}. 再使用维数公式考査 dim ( M + N )< dimy 即得所证之结 
论.解法二也是考査/的表达式及规范形，巧妙地利用齐次线性方 
程组来构造矛盾的结果，从而得出所要的结论，有一定技巧性.这两 
种解法都值得读者细心体察. 

本题容易出现错误的解法，即作变数替换 3 V = A (/ = 1,2, …，/> 
+9) 把二次型化为 

y\ + : yi.+ …+ yl — W+i —… 一 : yj +,， 

从而出现大错.因为上述“变换”一般并非可逆的线性变数替换 . yi ， 
: yz ， …，:并非独立变元，因而是不允许的. 

例 3. 3设 V 是实数域上的 w 维线性空间 ,/( a ，々) 是 V 内对称 
双线性函数.如果 aeF , 使0/00 = 0,则 a 称为一个迷向向置.证 
明：如果存在％，私 eV 使 Q / OOX ) 而 Q / (爲)<0,则在 y 内存在 
—组基 qA ， …，，使其中每个 e , 均为迷向向量. 

解设在基 ，…， ^下仏⑷为规范形 

客 =+ “！ + …+ 一》 4 +1 —… 一 u 2 p+9 . 

易知此时/•>0,9>0.设/ >+ g = r ，考査向量组 

a , 7 = e ,• + £)(:• = 1，2 ,= p + 1，…，户 + ?)， 

A ； = £ i — £ j (* = 1，2,… ，户 ; = p + 1，…，/> + 9)， 
e * (是 = r + l，r + 2,…，《)， 

显然有 Q /( ctij ) = 0 , Q /(^ j ) = 0, Q /( e *) = 0. 因为 

€ i= 含 ( a ,7 + Ay) (*• = 1 » 2 ,— ,/>), 
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«>= Y — Pii > () = /» + 1，…，夕 + 9) ， 

故{~，&，^}与{^，£ 2 ，〜， £ „}线性等价，它的一个极大线性无关部分 
组即是 V 的一组基 .I 

例 3. 4设 V 是实数域上的 n 维线性空间， /( a ，/3) 是 F 内对称 
双线性函数.令 

N(f) = {a e V\Q f {a') = 0 }. 

证明 W (/) 是 V 的子空间的充分必要条 件是： 对所有 a ev ， Q / ⑷彡 
0或对所有 « eV , Q /( a )<0. 

解 设在基 q , e 2 ，… ，匕下 Q / U ) 成规范形 

发 = “f + “！ + …+ “； 一 *4+1 —…一 u \ + „. 

若 /> = 0,则 iV /= L ( e r+1 ，…，£■)，这里 p + q = r . 

若9 = 0,则 N /= L (£ /1+1 ,•••,€,). 

反之，若已知 W / 为子空间，若/ >>0， g >0, 则令，/?= 
£, — %+”显然有0 / («) = 0,0 / (幻= 0，此时(2 / («+沒）=0 / (2£ 1 ) = 4, 
即 a + 尽备 N f ， 与 N f 为子空间矛盾.故必/> = 0或 9 = 0. | 

例 3. 5设 V 是实数域上的 n 维线性空间， / OJ ) 是 V 内对称 
双线性函数， N (/) 定义如上例.在 V 内取定一组基 
Q / OO 对应于实二次型 XMX . 如果此实二次型正惯性指数为户，负 
惯性指数为 9. 证明包含在 AK /) 内的子空间的最大维数是 
n 一 max{/> ， g)=min(/> ， g)+n — r ， 

其中 r •为二次型 X ' AX 的秩. 

解设^/^^在基^”…^-下成为规范形 

客=+ m ! + …+ — t 4 +1 —…一 ul +q , 

这里 p+q = r .若 /则 L (7 i + 7/.+1 * 72 + Vp +2 » …，7? + ▽#>+,， 
7 r + i ， …，7»)是包含于 W ) 的 n — r + q = n — p 维子空间.若/><?，易 
知 AK /) 中含 ri -9 维子空间. 

现设/命 M 是含于 AK /) 且维数最大的子空间，现令 
乙冰，…， 7 a )， 则对任意有 

« = « i?i + …+ u p %， 

Q /( a )=«? + … + i 4〉0, 由此知 M ^\ W = {0}. 根据维数公式，有 




n 一 p ^ dimM = dim (A/ + WO — dimW^ 《n — p ， 

即 dimA/=n—/>. 

若/><9,命，…， 7 出），则对有 
a =〜 +1 % +1 + …+ u p + q ri p — q ， 

于是 Q /( a ) = -4 + i - »4 + ,<0,我们有 Mfl^= {0}. 于是 

n — q 《 dimAf = dim(M + W ) — dimH ^《n — q ， 

即 dimM=n.—9 - I 

练习题 4.3 

1. 用可逆线性变数替换将下列复二次型化为规范形： 

( 1 ) /= 2x\x 2 — 6 x 2 5 ： 3 + 2x\Xz > 

(2) /=-5^+3 xi -2 xJ ; 

(3) /=(l+iXrf-(Vy+2i):ci —3id; 

(4) / = ( — 1 — i ) x1X2 + 2ix|. 

2. 用可逆线性变数替换将下列实二次型化为规范形，并求其 
秩，正、负惯性指数和符号差： 

( 1 ) f=2xix 2 — 6x2X3 + 2 xix 3 » 

(2) /= — 5 x 1 + 3 x 1 — 2 xl j 

(3) /= —2( xi + x 2 ) 2 + 3( x ]—ar 2 ) 2 5 

(4) f =-(. x 1 -2 x z + 3 x 3 - x A ) 2 +(.2 xi - x 3 + 3 x i y 

+ ( — 2_r 1 + 4 工 2 _ 6 工 3 + 2:4 ) 2 . 

3. 证明： 一个实二次型可以分解成两个实系数的一次齐次多 
项式的乘积的充分必要条 件是： 它的秩等于2,而符号差为零，或其 
秩为 1. 

4. 判断下列二阶方阵 



在实数域 R 内是否合同. 

5. 给定实二次型 

f = x \ — Axix 2 + 3 xi 4- 2 x 2 x 3 4- 
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不将/化为规范形，直接求/的正、负惯性指数和符号差. 

6 . 给定实二次型 

/= (2xj + 工 3 + x 4 ) 2 — 3(Xi + x 2 + x 3 + xO z + (^i — 工 2 ) 2 

+ (3x, + x 2 + 2x 3 4- 2 x 4 ) 2 . 

求/的正、负惯性指数和符号差. 

§4 正定二次型 


【内容提要】 

定义实数域 R 上的一个二次型 

n m 

f = X' AX = S ^agXiXj (% = 〜）， Cl) 

»-l >-l 

如果它的秩 r 和正慣性指数都等于变量个数 n ， 則称 / 为一个正定 
二次型.正定二次型的矩阵称为正定矩阵. 

如果实二次型 （1) 正定，則它的规范形为 

Y W + …+ W = Y'EY. 

命题 对于实二次型（1)，下列命題 等价： 

( i ) /正定》 

( ii ) Z 在 R 内合同于单位矩阵£，亦即存在实数域上 n 阶可逆 
矩阵 丁，使 A ^^ TET ^^ rj ^ 

( iii ) / 对应的二次型函数 (V aeV , a ^ O ). 

下面来给出利用实对称矩阵 A 的子式来判断其是否正定的法 
则.设 A = ( a , v ) 为71阶实对称矩阵，:‘ 2 <… <: V < n . 称 A 的 r 
阶子式 

彳 1 … ， V 

'*1 *2 ― lr 

为>1的一个 r 阶主子式.而 

II 2 — k \ 

11 2 ••• kl 

則称为>1的 it 阶願序主子式. 

定理1给定《元实二次型 
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/ = X' AX = 2 y^a. 7 j,j, (aij = a^). 

*•■1 >—1 

则 / 正定的充分必要条件是其矩阵 A 的各阶顺序主子式都大于零， 
即 

a \ 1 2 : j >0 06 = 1 ， 2 ,…，”). 

ll 2 ••• k) 

n 元实二次型■可以划分为以下几个大类： 

1 ) 正定二 次聖； 

2 ) 半正定二 次型： 其规 范形为 

M W + …+ W ， 

即/的正惯性指数/» =轶7".显然，/半正定的充分必要条件是对一 
切 aeLQ / OO - XMXX ), 半正定型的矩阵称为 半正定 矩阵； 

3) 负定二 次型： 其规 范形为 

—y\ — y\ — ••• — yly 

即/的负惯性指數9 =秩 r = n . 显然/负定的充分必要条件是对一 
切负定二次型的矩阵称负定 矩阵； 

4) 半负定二次型：其规 范形为 

一 : yf — Y — …一 /， 

即/的负慣性指數？=秩 r . 显然，/半负定的充分必要条件是对一 
切 《，(2/( a )= X '/ lX <0, 半负定二次型的矩阵称 半负定矩阵； 

5) 除上述四类之外，其他实二次塹都称为不 定型. 

评议正定二次型是最重要、最有用的二次型.读者应熟练掌极 
上面阐述的正定二次型的四个等价说法.另外，定理1可由前面的例 
2.5 推出.注意上面命題的 （ iii ) 与基的选取无关. 

实二次型是数学分析中较为简单的一种《元丢数，在几何学中 

/(■2： 1 ，工2，...，工》)+办1工1+办2工2 + — +办< 1 工> 1 +£ 1== 0则代表 M " 中一个二 
次超 曲面. 因此，实二次型理论在数学分析（例如 多元* 数的极值问 
題）和几何学（例如 R " 中二次超曲面的分类）中都有重要的应用，正 
定二次型更是下一幸理论的基石 • 

例 4.1 给定实二次型 

/= 2(— X , + x z y + 3( X 1 + 工2 + 工3) 2 —( — 工1 + 3 x 2 ) 2 
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+ 7( — X \ + x z 一 x 3 ) 2 . 
判断/是否正定二次型. 

解把各线性型的系数写成 A ： 3 内向量 

a ! = (― 1，1，0)， a 2 = (1,1,1), 


a 3 = (- 1,3,0), A = (- 1,1， 一 1). 


先求它们的一个极大线性无关部 分组: 


■一 1 

1 

0 

a \ 


1 

1 

1 

°2 

— ► 

一 1 

3 

0 

a 3 


■一 1 

1 

一 1 

a i - 



a 2 

a 3 



•i 1 

1 

°2 


"1 

1 

1 

a Z 


0 2 

1 

«1 + «2 


0 

2 

1 

a \ + «2 

—— ► 

0 4 

1 

°3 + a 2 

- ► 

0 

0 

1 

2«i + a 2 — a 3 


.0 2 

0 

°* + °2- 


.0 

0 

0 

+ a 2 一 - 


上面结果推出向量组 a ,, a 2 , a 3 » a 4 秩为3,以 ai ， a 2 » fl 4 为一个极大线 
性无关部分组，从而它也是 K 3 的一组基.此时 〜对 / 
作可逆变数替换 


y \ = — 工1 + x 2 ， 

' yz = X X + x z ->T x 3 , 

*-^3 = — + x 2 — :3. 

此时 一:》:! +3 X 2=3^+_ y 2 +： y 3 .故 

f — g= 2y\ + 3yl — + y z + y 3 ~) 2 + 7yl 

=yl + 2y\ + — 2y } y z — 2yiy 3 — 2y 2 y 3 . 

只要判断 g 是否正定二次型 . g 的矩阵是 
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^ 1 ! 2 : 卜 ⑷ + 1 2 - 1 =1 〉°. 
1-1-1 6 

按定理1 4是正定二次型，故/也是正定二次型 .I 

评议此例用4个线性型的平方表示，其中有一项系数是负的， 
无法直接用上述四种等价说法来判断，如果把各平方项乘开,计算又 
较复杂，故先找4个线性型中独立的三个，利用它们作可逆变数替 
换，把/化为较简单，直接用定理1即可做出判断. 

例 4. 2给定实二次型 

f = x\ + 2x\ -|- 5x| — 2 x ^2 + 2tx x x 3 + 6x 2 x 3 . 

试求 f 的值使/为正定二次型. 

解/的矩阵为 

A = 

我们有 



只要找£的值使2/ + 6名+ 4<0.因2/ 2 + 6/ + 4 = 0的两个根为一1， 
_2,故当 _2< f < — 1时符合要求，此时/为正定二次型. | 

例 4. 3 给定实二次型 

/= (75x, — 83x 2 + V~2 "x 3 — x 4 ) 2 + (28xj - ~J^8x z + 5^： 3 
— I7\x t ) z + (38x 4 - 197x 2 + 83x3 + 25x 4 ) 2 . 

判断/是否为正定二次型. 

解/>0,故其正惯性指数=秩〃.只需判断;•是否等于变量个 
数 4. 在例 2. 3已证明/的秩等于由上面3个线性型的系数组成的3 
X 4 矩阵 A 的秩，因而,/的秩=1*04)<3<变量个数4.从而/非正 
定二次型，但为半正定二次型，其秩 = rG 4)〉 l . | 
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评议上面三例都是灵活地使用正定二次型的4个判别准则， 
做题时应根据题中的特定条件随机应变. 

例 4. 4 考査实数域上线性空间 MJR ) 内由例 1.5 定义的对 
称双线性函数 / C 4，_ B )= tr ( AB ). 令 M 为全体实对称矩阵组成的子 
空间， N 为全体实反对称矩阵组成的子空间.易知有 
紙 （ R ) = M @ N . 

(1) 考査二次型函数 Q /( X ) 在 M 内的限制，对 X =( or , v ) eM ， 
有 Xi 产 Xji ， 故 

Q /( X )= nx，x) = tr ( X 2 ) 

= S = S So 。. 

*■1 >"1 •’•1 >™1 

而且 Q /00 = 0<= i >： r, v = 0<!= i>X = 0, 故 QfUD 为 M 内正定二次型函 
数.但注意，因 0：,,=力， 故上述并非独立变元.所以我们并未求得 
二次型函数 Q / OO 的规范形，而是使用上面命题中的 ( iii ) 对它做出 
判断. 

(2) 考査二次型函数 Q / CX ) 在 n 内的限制.对任意 
(%)有 x 0 = — Xji . 故（注意 x „ = 0) 

Q /( X )= /( X , X ) = tr ( X 2 ) 

=S =- 2 - 

1-1 >-l 1-1 >-l 

易知 0/00 = 0<=>：1：, 7 =0<^^=0.故 Q /( X ) 限制在 W 内为负定二 
次型函数 .I 

评议此例完全使用线性空间中对称双线性函数和二次型函数 
的语言，它与空间基的选取无关.所以上面并未用到二次型函数 
Q /( X 〉 在 M 与 N 内一组基下的矩阵和解析表达式.所使用的也是 
上面命题的 ( Hi ) (它与基的选取无关).这使问题处理起来较为简明， 
避开了基选取的干扰. 

例 4. S 设 A 是实对称矩阵，证明当实数 f 充分大之后， 

是正定矩阵. 

解设 A =( a .,) 是 m 阶方阵，按行列式完全展开式， d e t ( M ：+ A ) 
应为 t 的多项式.其展开式有 m ! 项，每项是不同行不同列的 m 个 



元素的乘积，其中 f 的最高方幂应是主对角线上 m 个元素 之积： 
G + ail ) G+ a22 )“A + amm ) .其他任一项至少包含一个主对角线外 
元素％，这时就不能含(《+~)和 G +%)， 故这些项最多出现 r _ 2 . 
它的常数项应为 r =0 时的 | A | ，故 

det (/£ + A~)= (t + a n )(.t + a 22 ) — (t 4- + **• 

= /" + trM)n“+M| 

= r( 1 + tr(A) 7 + …+ 學 ) . 

因此， + 时 det ( f £+_(4)-*+ oo . 

利用上述结果可知当 f 充分大之后， 


itE + A ) 



t + a u > 0, 


0 E + A ) 




a u 
t a 


> 0 , 


(ffi + 4) 1 2 … ”1= > 0. 

ll 2 ••• n) 

因此,为正定矩阵 . I 

例 4. 6 设 A 是 n 阶实对称矩阵.证明：存在一个正实数 c , 使 
对任意 《 X 1 实矩阵 X 都有 

\ X'AX \ ( cX ' X . 

解根据例4.5，存在正实数<: 1 ，使^ 1 £+4正定，于是 
X'(, Cl E + 即 c t X'X + X ' AX > 0 , 

由此推知 X ' AX ^- CiX ' X . 

另一方面，同样按例 4. 5,存在正实数 c 2 ，使得 c 2 E-A 正定.于 
是 X '( c 2 £-^ XX >0 .即 

c 2 X'X - X'AX > 0. 

由此推知 

令 csmaxkpq } ，则有 

\ X ' AX \ ^ cX ' X .- I 

评议例 4. 5,4.6 给出实二次型 X'AX 的函数绝对值和 X'X 





的比值的上界，这是一个有用的结果.论证的基本思路是，任一实对 
称矩阵主对角线上添加某个实数 Z 之后（得到 A + Z ) 可成正定 
矩阵.把非正定矩阵转化为正定矩阵，再使用正定矩阵来解决问题， 
这种办法有一定普遍意义. 

例 4. 7 证明： 

m n 

(1>如果/ = ^aijXiXjian = aji ) 是正定二次型，那么 
« — 1 >—1 

an a n … a ln y x 

a 21 a 22 ••• fl2« yz 

g(.yity2t''' *yn )= : : : : 

a-i am — a m y n 

yi yi … yn o 

是负定二次型. 

(2) 如果 4 是正定矩阵，那么 

l -^ l ^ a KK * P 11—1 * 

其中尸-^是4的 n _ l 阶顺序主子式. 

(3) 如果 4 是正定矩阵，那么 

| A | < a „ a 22 

(4) 如果： r = a v ) 是 n 阶实可逆矩阵，那么 

m 2 <fl(A + 4 + … + A). 

1-1 

解 （1) 4正定，故存在 n 阶实可逆矩阵7%使 PATsE .现作 
分块矩阵运算 

rr oi 「4 rirr o ]_ [tat t'yi te z ~ 

L 0 lJLr oJLo lJ ~ L Y'T 0 IZ ' 0 」’ 

这里 

z 2 

Z = = T 

•Zn- 

是 R 上一可逆线性变数替换.上面矩阵等式两边取行列式即得 
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\T\ 2 g(.yi ， y 2 , — ,yn )=. 


1 

0 

0 

… 

0 


0 

1 

0 

••• 

0 

z 2 

0 

0 

1 

••• 

: 

之3 

: 

z 

••• 


0 

； 

0 

0 

… 

0 

1 


之 1 

z 2 

之 3 

… 

Zn 

0 

1 

0 

… 

0 

之2 


0 

1 

••• 

• 

參 

參 

之3 


• 

• 

• 



0 

: 


0 

… 

0 

1 



z 2 

之 3 

… 

Zn 

0 



+ ( — l)"*i 


0 

1 

0 

0 … 

0 

0 

0 

1 

0 … 

0 

0 

參 

0 

• 

0 

1 ••• 

0 

• 

0 

0 

0 

… 0 

1 

之1 

怎2 

Z 3 

… ^-1 



= h(.z 2 , — ,z H ) — z\. 

现在对71作数学归纳法.当 《 = 1 时， 

/ 、 a n % , 

犮 (: Vi) = A =- y\ 

_yi o 

显然是负定的.设对 n — l 个变元，题中结论已成立，即 

1 0 … 0 *2 

0 1 *-. ： 

h(z 2 , — ,z m ) = : : 0 : 

0 0-1 2 , 
Z 2 z 3 ― 2 . 0 

是负定的，对任意非零 y ， z =: ry 也非零，于是 


茗（ : y" … ， : y,) = j^rp(AU 2 , … ，之 , ） 一 zf) < 0, 








这表明 g •(: Vi ，… oO 是负定二次型. 


(2) 设 



根据定理1,4^4为正定矩阵，再由上面小题知 

U 、 o. 

0 


A m _ t 0 

|劓< 1 =^1^1. 

^n-1 a mn 

(3) 根据第 (2) 小题，结论显然成立. 

(4) 现在 T'T = T ' ET 为正定矩阵，而： T：T 主对角线上元素为 

根据第 (3) 小题，有 

\ T \ 2 = \ T ' T \ < + 4 + …+ d ). I 

评议本题的关键是解题^1)，而解题 （1) 则是利用正定矩阵合 
同于单位矩阵，把复杂的矩阵简化为单位矩阵，使其行列式很易计 
算，从而问题得以解决.这是利用基础理论将复杂问题简单化的良好 
范例，很具启发性.本题最后导出了《阶实方阵行列式的一个估计 
式，它是借助了正定矩阵的理论，否则，难于想到和证明这个不等式. 

例 4. 8给定实二次型 f = X ' AXCA ' = A ). 证明/半正定(此时 
4称为半正定矩阵）的充分必要条件是4的所有主子式都为非负实 
数.举例说明：如果仅有 A 的所有顺序主子式都非负，/未必是半正 
定的. 







/ = 一和 (:rl ，: 2) [ 0 0 ]鬥. 

•0 ■— 1 」 Lr 2 」 

它是半负定二次型，但所有顺序主子式均非负 .I 

评议代数学与数学分析是两个不同的数学分支，但它们不是 
互相隔绝的，而是紧密相联系，互相渗透的.在处理代数学问题时，常 
常利用数学分析的知识.本题中，把矩阵 z 作“微动”，变为 
再利用极限论的知识，令 <40而找出问题的解答，是应用数学分析 
知识处理代数问题的一个良好范例. 

练习题 4. 4 


1. 判断下列二次型是否正定： 

( 1 ) /= 99xf — 1 + 4 8:^x3 +1 30x1 — Q 0 x 2 x 3 + 7 lx! ; 

(2) / =10xf + 8x1X2 + 2ixiXi~\-2xl — 28x2^3 

2. f 取什么值时，下列实二次型是正定的？ 

(1) /=xi+xi + 5x1 4- 2 txiXz — 2 x \ x 3 + 4 x 2 x 3 ; 

(2) /== xf + 4xl+xj+2ixix 2 -hl 0xix 3 + 6x 2 x 3 . 

3. 证明： 如果 4 是正定矩阵，那么 Z 的主子式全大于零. 

4. 证明： 如果 A 是正定矩阵，那么 /r 1 也是正定矩阵. 

5. 设 A 为^阶实对称矩阵，|<0.证 明： 存在实的维向董 

xmx < o . 

6 . 如果都是正定矩阵，证明 A+S 也是正定矩阵. 

7. 给定实二次型 

/=— ( 工 1 — 工 2 ) 2 + 2(2x, + x 2 — x 3 ) 2 + (― 3: 2 + x 3 ) 2 
4- (Xj —工 3 ) 2 . 

判断/是否为正定二次型. 

8. 给定三阶实对称矩阵 

• _ 0 — 

A = - 1 

- 2 - 

找出正实数 c， 使当 t > c 时，正定. 




第五章带度置的线性空间 

§1欧几里得空间 


一、 欧几里得空间的基本概念 
【内容提要】 

定义 设 V 是实数域 R 上的线性空间 .如果 V 内任意两个向量 
a , 芦 都桉某一法則对应于 R 内一个唯一确定的数，记做且满 
足： 

( i ) 对任意 k lt k 2 e R 和任意 

(A 1 a 1 +A 2 a 2 »^)=^i(oi*/?)+^2( c 2*^)» 

( ii ) 对任意有 

(a,/3) = (y3,a) j 

( iii ) 对任意 aeV , 有 （ a , a )>0, 且 （ a ， a ) = 0 的充分必要条件是 

a=0, 

则称 （ a ， 戸） 为向量 a ，/3 的内积 .定义了这种内积的实數域上线性空间 

称为 欧几里得空间 ，简 称欧氏空间. 

对任意定义 

|a| =V(a,a ) ， 

称为 《 的长度或模.从内积的性质 （ iii ) 可知， |«|=0 的充分必要条件 
是 o =0. | a | =1时，称 cr 为单位 向置. 

命囲 对欧氏空间 V 内任意两个向量 a ，/?， 有 
|( a ,/?)|<| a | • | 卢|， 

等号成立的充分必要条 件是： 《，沒蜣性相关. 

上面的不等式称为 柯西-布尼雅可夫斯基 ( Cauchy - ByHHKOBCKMfl ) 
不等式. 

对 V 内任意两个非零向量《，沒，定义 
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<a,^> = arccos |c| :⑷， 

称之为《与 的夹角 .注意这样定义的两向量的夹角总介于 0 与 7T 
之间.零向量与其他向量的夹角认为是不确定的. 

如果0,沒）= 0,則称 a 与/?正交，记做《丄尽当 a 关0，芦尝0时， 
这与 = ■等价.显然，零向量与任意向量正交. 

评议大约在公元前300年，希腊數学家欧几里得写出7名著 
《几何原本》 ，奠 定了 平面几 何的理论基础.平面上全体向量关于其加 
法、数乘组成实数域上的二维线性空间.在欧几里得的平面几何理论 
中，线段长度、夹角等等是研究的主要内容.以后人们认识到，平面上 
这些度量性质实际上都源于向 f 的点乘，于是逐渐推广提高，形成现 
在的欧几里得空间的理论. 

欧氏空间内积的性质 （ i) ，（ ii) 表示 ( 《，卢 ) 是 V 内一个对称双线性 
函数.当 V 是有限维时，性质 （ iii) 表示 （ a,a) 是一个正定二次型函数. 
所以，欧氏空间就是在实数域上线性空间上再添加上一个正定的对 
称双线性函數（指其对应的二次型函數是正定的）.这样，我们的理论 
又上升了一个层次.现在我们研究的线性空间不仅有加法、数乘运 
算，而且向量之间还有内积.但是注意内积是一个实数，不是向量.而 
且这种线性空间仅限于实数域上的线性空间（因为正定二次螌仅限 
于实二次型）.对一般数域 K 上的线性空间，没有欧几里得空间这个 
概念. 

由于在缘性空间中添加了内积，第三幸线性空间和线性变换的 
理论都要据此进一步发展，提高到一个靳水平.下面所有内容都是在 
讨论由于引入内枳产生出来的新的研究课題和新的成果.读者的认 
识也要随之提高，不能还停留在第三幸的水平上. 

例 1.1 证明 ：在欧 氏空间 K 内两 向量 《，卢正交的充分必要条 
件是对任意实数 f ， 有 

解 必要性 若 (< r ，/3) = 0, 那么 

(a + t 卩， a + tfi) = ( a ， a ) + f 2 (芦， /?) > ( a ， a ) ， 

上式两边求算术平方根即是 I |>| a |. 

充分性 若对任意实数 f 均有即 




带度量的线性空间 


o + tp,a + = («,a) + 2 t (. a t fi ) + t 2 ^,^ > («，《). 

当 f>0 时，由上式推知 <(月，；?〉+ 20，妁>0，则 

2(a ， /3) = lim (〆 々 ，#) + 2(o,^)) ^ 0. . 

<—0 + 

当^<0时，有/(^，的+ 2(0,卢)<0,于是 

2(a,^) = lim (<(/?,/?) + 2(a，/9)) < 0. 

/一0 一 

综合以上两方面知 (a，/?) = 0. | 

评议此题利用数学分析的极限知识.也可以这样分析 ：由所 
给条件知，对任意实数 6(# ，卢 .若/?=0,显然 (《,/?) 
= 0.若/?垆0,则(月，沒)为正实数•: y=(/3，/3)f 2 + 2(«，i9)f 为向上开口 
的抛物线，它有两个实根/ = 0,-2 若 (a，/3) 关0,这是两个不 

同的实根， （/?，/?〉〆 + 2 (a ，/?)<在这两根之间取负值，矛盾.故必 (《,/?) 

= 0 . 

例 1.2 在欧氏空间 V内证明： 

(1) k+/3|<|a|+|/9|, 

(2) 若(《，卢 ) = 0, 则 | 0 +卢| 2 =卜| 2 +|沒| 2 » 

(3) 令以《，/9)=|<»—/?|，则 

d ( aJXdW ) + d ( J ， T ). 

解 (1) 因(《+/?，<*+沒 ) = (a,a) + 2(« ，沒) + (々,/?〉，利用柯西- 
布尼雅可夫斯基不等式，有 

1« + 沒| 2 = (a + 卢， a + /?) < 0，《) + 2|(a,^)| + (卢，沒） 

<_| 印 + 2MI/?I + 1/?1 2 
= (kl + |^|) 2 . 

因为向量的模为非负实数，故上式推出 

|a + /9| < | a | + |^|. 

(2) 若 (a， 卢) = 0,则有 

1 « + /?| 2 = (a + p,a + 

= ( a ， a ) + (沒，沒 ） = | a | 2 + |沒| 2 . 

(3) 利用 （ 1) 的结果，有 

rf(« ， y)= |«- r| = 丨 （《 - 芦 ） + ( 卢 一 y)I 

< |a - ^| + I/? - y| = d{a,^ -f d^,7). I 




评议此例说明欧氏空间中有类似于平面几何的一些度量性 
质 .（1) 式称为三角形不等式，它相当于实数(或复数)绝对值的不等 
式 \ a \ + \ b \ ，这个不等式是数学分析中极限理论的基本工 
具. （2) 式相当于平面几何中的勾股弦定理，当（《，沒）= 0时， a ，/? 为 
直角三角形的两个直角边，为斜边. （2) 表明在欧氏空间中直角 
三角形两直角边长度的平方和等于斜边长度的平方. （3) 式相当于平 
面几何中的 定理： 三角形两边长度之和大于等于第三边的长度. 

二、 标准正交基 

【内容提要】 

定义 n 维欧氏空间 V 中 n 个两两正交的单位向量 


称为 K 的一组 标准正交基. 

V 中一个向量组 C M € 2 ,— 是一组标准正交基的充分必要条 

件是 ( e , +…）=心. 

定义 R 上一个 n 阶方阵了如满足则: T 称为 正交矩 


在 n 维欧氏空间 V 内给定一组标准正交基 


(71，72，...，7”） == ( £ 1，€2，...，£”)了， 

则是一组标准正交基的充分必要条件是：了是一个正 
交矩阵. 

实数域上一个《阶方阵了是正交矩阵的充分必要条件是下列 
条件中有一条成立： 

(1) T '= T~ l f 

(2) T ' T = E ; 

( 3 ) m •’ 

(4) r 为《维欧氏空间 v 内两组标准正交基间过波 矩阵； 

(5) T 的行向量组是欧氏空间 R ” 的一组标准正交基； 

(6) T 的列向量组是欧氏空间 R 11 的一组标准正交基. 
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注意当我们称 R - 为欧氏空间时 ，其内 积定义 是：若 
a = ( x , — P = Cy ”_ y 2 ，•••，_>»■)， 

则 （ a ， 芦）二工❿+^^十… + 工 

具体寻求欧氏空间 V 的标准正交基的 办法： 施密特 ( Schmidt ) 
正交化方法. 

给定 V 中一个线性无关的向量组 


f a ,. 

⑴ 

要求作出一个新向量组 



( I ) 

满足如下两个 条件： 



( i ) L(e if — ,e i )=L(a l , — ,a t ) (*’=1 ， 2,… ，沒 〉 j 

( ii ) e !，€ 2 ,••*,£, 两两正交. 

向 1： 组 （1) 可用如下办法给出 



( ei »£ i ) 


( g /+i t £ z) 

( e 2 ， e 2 ) 6 


( ei , e,) e 


( a ,， e 2 ) 
(e 2 ， e 2 ) 62 — 


( Qj > e ,- i ) 


不难看出，上面构造出来的向量组 ei ， e 2 ，…， e , 具有所要求的条件. 

如果向量组（ I )是 V 的一 组基，将向*组（ I )每个向量单位化后 
即得 V 的一组标准正 交基： 


T^T ， M ， … ， it? 

设 V 是一个 n 维欧氏空间， A / 是它的一个子空间，易知 M 关于 
V 的内积也成一欧氏空间.定义 V 的一个子集 
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於丄={“€7丨对一切芦€艏，有（《，/?) = 0}， 

称 AT 1 为 M 的正交补.显然， Mi 关于 V 中向量的加法以及數乘运算 
是封闭的，故 Mi 也是 V 的子空间. 

命超设 A / 是； I 维欧氏空间 F 的一个子空间，则 V 可分解为 
M 与 M 1 的 直和： 

V = M ® M L . 

评议在这里从三个方面对线性空间理论作了 发展： 

(1) 在一般 n 维线性空间，取 n 个线性无关向量就是一组基，而 
现在是取 n 个两两正交的单位向量组成一组标准正交基.前者相当 
于解析几何中的仿射坐标系，而后者則相当于直角坐标系.这两者是 
大不相同的.如设 

a,,a 2 ,— ,a H 

是欧氏空间 F 内的一组基，内积在此组基下的矩阵 G ^ CU ,,^)) 称 
此组基的度量矩阵.如果 

a = x,a, + x 2 a 2 + …+ x H a n , 

P = ^1«1 + 力七 + …+ y”a ，， 

則内积表示为 

n n 

(a ， /3) =22 ( a ,. ， a ,)U. = X'GY. 

l-l >=1 

如果选取 V 的一组标准正交基 

€ 1 ， e 2, … ， e »， 

它的度量矩阵 G = ( ( e ， e ,))=( 心） =£ .如果 

a = x,e, + 工 2 ~ + … + x„e., 

P = 3^1 £i + : y 2 e 2 + … + y.en, 

内积现在表示成 

(a,/3) = x x y x + x z y z + — + x n y H . 

两者相比较，标准正交基显然简单多了 .这就是在欧氏空间处理问題 
都选用标准正交基的缘故.初学者往往忽视这个重要进展而出现各 
种错误.构造标准正交基的施密特正交化方法读者也应 注意. 
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(2) 在一般线性空间，两组基之间的过波矩阵是可逆矩阵；而在 
欧氏空间，两组标准正交基之间的过波矩阵是正交矩阵，这又是一个 
重要进展.正交矩阵是一个重要新研究对象，它有多达六种的等价说 
法，对我们使用它去处理问題提供了极大的方便.但读者必须 注意： 
正交矩阵首先应是实数域上的 n 阶方阵. 

(3) 在一般线性空间 F 内，一个子空间 M 有补空间 N ， 使 V = 
M ® N . 但 M 的补空间并不唯一，实际上有无穷多种选择方法.这使 
处理问题存在不少麻烦.在欧氏空间 V 内，一个子空间 M 有正交补 
空间 A / 1 ， 使 ㊉ M 1 ， 而正交补空间是唯一的，这就大大方便我 
们运用子空间分解来处理问題. 

例 1.3 在欧氏空间肥中取定一组基 

A = (1 ，1，0， 0) ， “2= (1 ，0,1，0)， 


03 =( — 1 » 0 , 0 , 1 ), «4 = ( 1 » — 1 . — 1 . 1 ). 

把它们正 交化： 


e [ = «! = (1,1.0,0), 


£3 == «3 — 


W !) 1 


( a 3» e 2) / 

(£^4) 2 



— 


1 


» g 2) / _ ( a 4 t e 3) I 

(4 ， e’2) 2 (e^e’3) 3 


=(1，一 1， 一 1,1). 

再把每个向量单位化，得 


6 i == ih e[= 

=( 夫，六 ，。斗 

e2= ]irH 夫’―为，夫，。)， 

£3= iii £，3= 

= (-为，盖，盖，; y ， 

£4= kT £；= 

= ( 含， - +，-+，+)• 





这就得到 R 4 内的一组标准正交基.如以它们为列向量(或行向量)排 
成一个四阶方阵 


~ 1 」_1_ 丄. 

-y~6 Vl2 2 

_J _ L _ 」 _ 丄 

_ -VY V 12 2 

。 为士 - + 

- 0 0 :k t 

那么，这是一个正交矩阵，: r ': r =: rT '=£. 

例 1.4 在欧氏空间 R 21 ■中求下列齐次线性方程 

x, — x 2 + x 3 — x 4 + ― + x u _ x — x^ = 0 

的解空间 M 的一组标准正交基. 

解令 

I 1 + 1 

= (0,…，0，1，1，0，…，0)， 

这里1 = 2々一14 = 1,2广*,«.显然名 eA / 且两两 正交. 
又令 




Zj 7 2 

(-IV (- 1) >+1 
2 * 2 

这里 _/= l ，2 ，"，n — l . 
如令 


， 0，…，0 




2 (- l)* +1 x*= 2(— 


(- lY 


(-I ) 2 


(-I ) 2 


:- ir +l 


(- \ y +1 + (- IV = o . 
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这表明 

当）<06时，我们有 

rn A (一 ir +/ (- 1>* +/ 
⑽)= g —j - ^r~ 


:- IV (- D* 
2 * 2k 


:- 1) 


j+i 


:- D* 
2k 


:- 1) 


j + i > 


2k 


:- 1) >+ * 
2k 


0. 


又显然有(《,，沁）= 0,这表示 M 内 2 n - l 个向量 
ffi ， a 2 ，-.， a „ ，久 ，沒 2 ，.“，久 
两两正交.把它们单位化. • 


£, 


VY 


a . (/ = 1，2,…， ”）， 


€ -+> = J y + (•/ ■ = i ，2, ” - l ). 

因为 dimM =2« — 1，故向量组 q ，《 2 ,即为 M 的一组标准正 
交基 .I 

评议易知此齐次线性方程有一组基础解系 

7 i = (1，1，0，...，0)， 

?2 = ( — 1，0，1，0,…， 0) ， 

73 = 0,0,0，1，0广"，0)， 


Vzn-i = (1 ， 0,… ， 0 ， 1). 

如果按规范方法，应该使用施密特正交化方法把它正交化再单 
位化，就得到 M 的一组标准正交基.但实际计算发现数字较繁，不易 
找到所要的答案•因此，需要另辟蹊径.首先，依据方程的特点，易知 
下列向量 

( a !， a ，， a 2 ， a 2 ，… 

都是解向量，由此得到向量组，…，〜再设法寻求其余 n — 1个 
向量.易知向量组 a .,^,73 线性无关，按施密特正交化方法正交化后 
得，这时 ai ， a 2，/? i ， a 3 为从 内一组两两正交向量组.考查 




a " a 2 , 怂， a 3 ,7 4 ， 

易知它是一线性无关向量组，使用施密特正交化方法把它正交化，得 
«1，<*2，/?1，《3，佐，再添加 再正交化得 C l *«2» A »«3.^2»04*^3. 至此 

已可推测到式的一般表达式，于是得出上面解法. 

此例是灵活地运用施密特正交化方法，不拘泥于一般规范方法 
的约束. 

例 1 .S 设 A 是一个《阶实方阵， | Z | 关0.证明3可分解为一 
个正交矩阵 Q 和一个实上三角矩阵 


名11 ^12 


( Z ">0，/= 1,2,…，”） 


的 乘积： A = QT . 并证明这种分解是唯一的. 

解 设 Z 的列向董组是^，^ 2 , 二 ,^，则它是1«’的一组基，按施 
密特正交化方法将它正交化再单位化，即得的一组标准正交基 
e !， e 2 ,— , c ,. 按照正交化公式，有 


^ ll 6 ! * 

无 + ^22®2 ' 


(«,, > 0,» = 1 ， 2 广 .，《). 


1 °- = <1.«1 + t 2 n e 2 + 
写成矩阵形式，是 


+ 


0 t n … t Zn 

ia x ,a 2 , — ,a n ) = (£i ， e z ，..•，《») ... . • 

.0 … 0 t m _ 

此时 ><4 = (〜，(^ ，…， a ,) ，而 Q = (£ i » c 2 ,***, e ,)^7 n 阶正交矩阵.按矩 
阵乘法，有 > l = QT . 

现设又有正交矩阵 Ch 和主对角线元素为正的实上三角矩阵 
7\，使则 Q ^ Q ^. T - 1 . 现在 Qr ' Q 仍为正交矩阵，而 
7 YT — 1 仍为实上三角矩阵.设 
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*11 5 12 … S ln 

s 22 ••• s a . 

Q： X Q = T^- 1 = ••； ， 

0 • • 

. 

其行、列向量组均为 K " 的标准正交基.由第1列推知 4 = 1. 然后由 
第1行推知 A+A + …+忒=1，则化=•_=& = ()，以此类推即知 
4=1，5,,=00 关 o . 现在 s „ 为77 1 和 r 的主对角线上第/个元素的 
乘积.因为 T , T , 主对角线上元素均为正实数，故 7 T 1 主对角线上元 
素也都为正实数，这表示知>0,于是知=1，即.因 
而有 QfCNT ' eT . | 

例 1. 6设 Z 是 n 阶正定矩阵.证明存在 w 阶实上三角矩阵 T ， 
使 j = rr ， 且: r 主对角线上均为正实数. 

解现在4合同于单位矩阵，即有 n 阶实可逆矩阵使4= 
B ' EB ^ B ' B . 根据例 1. 5,存在正交矩阵 Q 和实上三角矩阵: T , 使 B 
= Q 7’， 于是 

A = B ' B = ( T ' Q ') CQT ') = T ' iQ ' Q )!' = T ' T . \ 

评议上面两例实际上只是施密特正交化方法的矩阵表示，但 
所得结果有重要意义.例 1. 5表示实可逆矩阵在一定意义下可归结 
为正交矩阵和实上三角矩阵，后两者又都具有许多特殊性质，从而可 
以使我们对它们的研究大大深入下去，取得许多新的重要成果.例 
1.6 就是使用这种分解的好例子.读者从中应当学习如何把一个较 
复杂的研究对象分解为一些较为简单而又具有良好性质的对象来处 
理的方法. 

例 1.7 设 M 是欧氏空间 K 的一个 子空间.对任意 a ev % a + A / 
称为 V 内一 个线性流形. 对任意考査向量/?_匕当 f 取 
内一切向量时，其长度 I 卢一 的最小值称为/?到线性流形 a + Af 的 

距离.若 

艮 一 a = & + 择 2 (A € M,p 2 6 M x ). 

证明 /? 到 a + M 的距离等于見的长度 | 爲 | . 

解 设 f =«+7(76 M )， 则 
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a + a — $ = (A + A ) — 7 
= A + (A — 7). 

因 ^- V € M ,^ 2 eM ± . 由例 1. 2的 （2) 得 

I 卢一芒 l 2 = IAI * + IA - 7 I 2 . 

显然，当时， I /?— d 最小，且其 值为⑹ I . I 

例 1. 8在欧氏空间 F 内给定两个子空间 A /, iV ， 又设 a ，/9 是 V 
内两个向量.令 

d = min{|f- \$ e a + A/,? € ^ + N), 
d 称为 a + M ^+ N 之间的距离.设 

/3 - a = ^, + /? 2 (A 6 M + N,p, 6 (M + 7V) 1 ). 

证明 d=l 爲 I . 

解令 f = a +7(7 eA /), c = 沒 + y ( yeAO , 则 

f - r= (a - /?) + (7 - 7) ^ - /? 2 + ( 7 - 7) 

= 一 /?2 + (7 — Pi — 7 ). 

因一 /? 2 e ( M + iSO 丄 ，（7-^— y )€ Af + iV ， 因而 

if-?i 2 = iai 2 + \v-Px-y\\ 

其中的为 M +7 V 内固定向童•设 A = 匙 + A 2 ( A 1 € M ，々 12 eiSO , 取 
则7-汍 一7=0 .它使 If — ?1 取最小值 I 的丨，即 d = 

1^1. I 

评议欧氏空间的最初来源是欧几里得几何.欧氏几何中，平面 
上的线性流形就是直线，平面解析几何要讨论平面上两条直线的距 
离；空间中的线性流形则是直线(一维流形)和平面(二维流形），空间 
解析几何要研究空间中各种直线、平面间的距离.这些课题扩充到髙 
维欧氏空间，就是这两个例题.其中充分利用了空间分解为子空间直 
和的方法.因为是在欧氏空间，所以使用的是正交直和分解，这个分 
解式是唯一的.如果使用一般直和分解，因分解法不唯一，上面结论 
无意义. 

例 1.9 在实数域上线性空间 RDr ] B +1 内定义 内积： 若 / Gc )， 
g (. x ~)€: RM -+1， 令 

(/( 工 ) ，客 ( 工 ) ） = J" f(x)g(.x)dx. 



则 R [>1 +1 成为一欧氏空间.证明下面的 Legendre 多项式 
P 0 Cr) = 1 ， 

P * Cr ) =志 £ i [(: 2 - 1)*] (是= 1,2,…，”） 

是 RDrlw 的一组正交基，并求 P * Cr > 的递推公式. 

解 （1) 因为 Cc 2 — I ) 4 是首项系数为1的2々次多项式，故 

= 讎 (々十丄） ？ + a〆 — 2 + …+ a (1) 

(因 G : 2 — 1/展开式中只含: r 的偶次幂，故求 A 次微商后不含/- 1 ). 
对/<々，应用高阶微商的莱布尼茨公式，有 

基 U 2 - 1)*= 2k £^1>( 工 2 — l)*" 1 ] 

= 2k[x^r x U z - l)*- 1 

+ (/- 1)£ j 4(: 2 - I )*" 1 ]- 

现在利用上面公式来证明：当 Kk 时， £ iG ： 2 _ l /( 作为 X 的多项 

式）包含 (P — l) 为其因子.首先4 = 1时，/ = 0,命题成立.设 A = m 
时命题已成立，则当 k=m + \ 时，设 Z<m + 1， 当/ = 0,1时结论显然 
成立，而 2</<m 时，有 

— l ) m+1 = 2 (»i 4- 1)[工 — l) m 

+ a - d £ t 4 u 2 - l )"]. 

按归纳假设 ，— ir 和— 1) •中都含 u 2 - i ) 作为因 
子，于是 £ iU 2 — i )" + i 也含 ( x 2 - i ) 作为其因子.于是，当/<々时有 

砉 ( x 2 - d * L =o . ⑵ 

下面利用分部积分公式 
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J M ( x ) x ; ( m ) ( x ) da : 

=[“，- 1 )— w ，- 2> +…+ ( — 1 广 V "*-%] r 

' a 

+ (- ir ^ u < m \ x } v ( x ) dx . (3) 

令 fl = — l ，6= l，m = A ，/<々，以及 

M(x) = £iU 2 - 1) ; , v(x-) = U 2 - l) 4 , 

那么，按上面 (2) 式，我们有 

V ^' ix ') I =0 (，• = 0，1 ，…，是 一1). 

I x-±l 

又因 uU ) 为 I 次多项式，/<4,故 u a ) ( x ) = 0 . 于是 

J 1 _p,u)p*u)dx= -1 )’） 

•(5 (x2 - i)i ) dx=o - 

这表明 P 。 (: rhP〆 ：!：）， …， P , Oc ) 是 1«1>1 +1 的 一组正交基.因为次数 
小于 A 的多项式可被?。(工），卩 1 (工）广.七_ 1 (工）（它们是^|>]*的一 
组正交基)线性表示，因而与 P , + , Or ) 正交(:= 0，1,2,…）. 

(2) 利用上面的分部积分公式 (3)( 令/ = 々），我们有 

\[ r Mdx = (古) tJ 5(?— 以)£^ 2 _ ”士 

= (-rr?) 2 * ( -- 1)4 )( 工 2 - 1)Mx . 

上面 （1) 式中已指出 

^*( x * — 1)* = 2 ki 2 k — 1) …（是 + l ) x * + …， 

于是 

- 1)* = (2 走)! . 

因此 

\ l _ PlU ) dx = ( j 7^) 2 C 2^)! j 1 _ i ( l - x z )Mx 
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= 2( 忐 ) W 心 Udx 

现在利用三角函数积分(可利用分部积分法推得，在数学分析课程中 
已有讨论） 

= 2 km - 2) . 4 ♦ 2 

- ( 2 k + 1)(24 — 1). 3.1， 

我们推得 

= 2 

~ 2 k + V 

现在考査欧氏空间 RDr：U ，它有一组正交基 PJxhPJx)， 
P 2 Cr) ，… ，P >+1 Or) ，于是向量 xP»(x) 可被此组基线性 表示： 
xP.(x)= c 0 P s - m ( x ) + c,P,,(x) + CzP,—〆：） 

+ …+ c. +1 P 0 (x). (4) 

因为当 *>2 时，: rP,_,(x) 次数</«，已知与 P„(x) 正交，故 

0= J_(xP„_ 1 (x))P 11 (x)dx = c i+I J PJ_,(x)dx 

_ 2 

~ 2n- 2i + l e<+1 ， 

于是 c, +1 = 0(» = 2,3,.••，”). 又因 P. +1 (x).P.wU)(* = 1,2,- 
(1) 式，其中均不含 x” 的项，等式左端因为 P〆^:) 中不含 x”- 1 的项，故 
xP„(:r) 中不含 x" 的项，比较公式 (4) 两边: r" 的系数立即推知 c, = 0. 
因此，我们得到 

■rP B Cr) = c 0 P. +1 (x) + CzPhCt ). (5) 

比较两边〆 1+1 的系数，从 （1) 式有 

2n{2n - 1) … （n + 1) = (2w + 2)(2w + 1) … （n + 2) 

2" - n\ _ C 。 2" +1 (” + 1)! ， 

于是 Co = S + l - 现再利用莱布尼茨公式，有 


P* 2 U)dx 


cos ^^ d / 
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= Or + 1)* ^i(x — 1)* 
,, d(x + 1) d 卜 1 


da : dx * 


-U - 1)* + 


d * 


+ d ? (x+ n * * (x_ D *- 

等式右端从第二项起都含因子(工一1)，而£^(: c — l / = A !， 故 


P* ( 工） 


d ^_ 


ii-i 2* 是！ dr‘ 

将此结果应用于 (5) 式，即得 


5(^ 


- 1 )* 

x-1 


2 k k ! 


2 k k\ 


Co + C Z 


2 n 


(2 ， 


故 Ci = 2^+ i - 于是我们得到如下递推公式 

(” + l ) P B + i ( x ) — (2 n 4- l ): P ”(: r ) + nPwCr ) = 0. | 

评议上面是利用数学分析的知识来寻求欧氏空间 KDr ]> ■的 
一组标准正交基.这组特殊的标准正交基是一组特殊函数，在数学和 
自然科学、工程技术中都有重要的应用.本例是综合运用分析、几何、 
代数知识处理问题的初步训练. 

练习题 5. 1 

1. 设4是 n 阶正定矩阵.在 K ” 中定义二元函数(《，/?)如 下：若 

a = (工1 ， x 2 ，…，工 •） ， P == (yi *^ 2 ，.…，_>>”）， 

则令 

(_a ， P、= aA 卩 . 

证明： 

(1) U ， 沒)满足内积条件 ( i ) 〜 （ iii 〉， 从而 R " 关于这个内积也成 
一欧氏空间； 

(2) 写出这个欧氏空间的柯西-布尼雅可夫斯基不等式. 

2. 在 M „( K ) 中考虑全体 n 阶对称矩阵所成的子空间 V . 在 V 中 
定义二元函数 如下： 


G 4,5) = tr ( AS ). 
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证明： 这个函数满足内积条件，从而 V 关于它成一欧氏空间. 

3. 在欧氏空间 I 4 中求向量《,/3的 夹角： 

(1) a=(2,l,3,2), /9=(1,2,-2,1 )j 

(2) a=(l,2,2,3), /9=(3,1,5,1); 

(3) a=(l,1,1,2), j3=(3 ， l ，一 l ， 0). 

4. 设 ei ， e 2 ， e 3 是三维欧氏空间中一组标准正交基，证 明： 

7i = - j(2ei + 2e 2 —e 3 )» 

7z = ^"(2ei—e 2 + 2e 3 )» 

73 = y(ei —2e 2 —2e 3 ) 

也是一组标准正交基. 

5. 设 e | ， e2 ， e 3 ， q ， es 是5维欧氏空间 V 的一组标准正交基，而 

ai=€i + e 5» oz=€i — 62 +^ 4 * 03 = 2 ei + e 2 -)-£3 t 

求 L ( ai ，《 2 ， a 3 ) 的一组标准正交基. 

6. 求齐次线性方程组 

(2x, +x 2 —x 3 +x i — 3x s = 0, 

\ Xi + X 2 — X 3 + x 5 = 0 

的解空间(作为欧氏空间 R 5 的子空间）的一组标准正交基. 

7. 考虑欧氏空间（: [— n ，7 T ] (参看本节例 1.2), 在其中给定向量 
组 

1 ， cosx, sinx, cos2x, sin2x, … ， cosnx , sin”_r. 

证明： 

( 1 ) 这个向量组的向 M 两两 正交； 

(2) 求这个向量组生成的子空间 M 的一组标准正交基. 

8. 在 R |>] 4 中定义内积 

if , g )= J ^ f (. t ) g (. t ) dt , 

试求出它的一组标准正交基. 

9. 在欧氏空间肥内给定向量组^，^，^，利用施密特正交化方 
法先把它正交化，再单位化. 



(1) «i = (l ,2, —1,0), a 2 =( l ，一 1，1，1)， a 3 =( — 1，2，1，1). 

(2) aj = (2,1,0,1), a 2 =(0， l ，2,2), a 3 =( —2，1，1，2). 

10. 设 F 是 w 维欧氏空间，〜，々，…，〜是 V 的一 组基. 证明 V 
内存在一组基 h ， H ， 使 (《, ，❼ =8 U . 

11. 设 A 是正交矩阵且 W = £ .证明 A 是对称矩阵. 

12. 设 A 是对称矩阵且.证明>1是正交矩阵 • 

13. 设4是对称矩阵又是正交矩阵，证明 ¥=£. 

14. 在实数域上线性空间 A / JR ) 上定义内积 如下： 对任意 A ， 

(.A,B) = tr(AB'). 

证明 M „( K )关于此内积成为一个欧氏空间，并求它的一组标准正交 


§2欧氏空间中的特殊线性变换 

一、 正交变换 
【内容提要】 

定义 设 F 是 n 维欧氏空间，<4是 V 内的一个线性变换.如果 
对任意都有 

(Aa,i4/?) = (a,^), 

则称 A 为 V 内的一 个正交变换. 

命题 设 F 是 n 维欧氏空间， A 是 V 内一个线性变换，则下列 
命题 等价： 

( i ) A 是正交 变换； 

( ii ) A 在标准正交基下的矩阵为正交 矩阵； 

( iii ) /4把 V 的标准正交基£丨， e 2 ， ... ，£»变为标准正交基 Ae ! ， 

Abz, — ,Aent 

( iv ) 对任意 or € V ，|/ la | = | a |. 

命题 设 4 是《 维欧氏空间 V 内的正交变换.如果 M 是 A 的 
不变子空间，则 A / 1 也是 A 的不变子空间. 
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定理设4是 w 维欧氏空间 F 内的正交变换，則在 V 内存在一 
组标准正交基，使4在该组基下的矩阵成如下准对 角形： 



其中人=士 l ( i _ = l ，2, …，々 ） ，而 
' cos ©. 一 sin ©,' 

Sj = . (灼尹 々兀， ） =1，2, …， /). 

Lsiny > ; cos^J 

评议在日常生活中，人们对于正交变换的思想已经习以为常. 
例如，把一张桌子从甲处移往 G 处，人们知道它的形状不会发生任何 
变化.在平面几何中证明两个三角形全等有一种重叠法，即把一个三 
角形移动到另一个三角形上，如能让它们完全叠合，就认为两个三角 
形全等，在这里体现的是欧几里得几何的基本思想，即认为这种运动 
不改变两点间的距离（从而不会改变两直线间的夹角）.在理论力学 
中研究刚体运动，其基本思想 也是： 这种运动保持刚体内任意两点 
的距离 不变. 这些思想反映到欧几里得空间来，就是正交变换的概 
念. 

正交变换有四种等价的说法，这是研究正交变换的基本工具，读 
者应当注意它和第四章的知识的联系.例如 （ i ) 和 （ iv ) 等价实际上是 
对称双线性*数 /0，#) = ( Aa ， A /?) 和二次型函数 Q f {a) = Ua,Aa) 
之间的等价关系.对要特别注意都是在标准正交基上讨论 
的，初学者往往忽视这一点而出错. 

对正交变换的任一不变子空间也是它的不变子空间，这 
就为利用空间分解研究问题提供了依据.在第三幸例 4. 12和例 
4.13 中曾 指出： 在一个 w 维线性空间 V 内，一个线性变换 A 的任一 
不变子空间 A / 如果都存在 A 的另一不变子空间 N ， 使 V = M @ N ， 
则 A 称为完全可约的.上面事实说明正交变换是完全可约的.如果 
是复数域上线性空间，完全可约与矩阵可对角化等价.欧氏空间是实 
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数域上线性空间，所以正交变换矩阵一般不能对角化.但利用上面空 
间分解的技巧可以证明它的矩阵能准对角化，而且主对角线上是一 
阶方阵或简单的二阶方阵. 

正交变换是和空间内积相联系的第一种线性变换.一般线性空 
间没有内积这个概念，也就没有正交变换.这是引入内积后才出现的 
新课題，不能再用第三幸的一般现点来看待它. 

例 2.1 设7是 h 维欧氏空间 V 内的一个单位向量.定义 F 内 
—个线性变换 如下： 

Aa = a — 2(7，<*)7 (V a 6 V). 

称这种线性变换是 F 内的一个镜面反射. 证明： 

(1) 镜面反射是 V 内正交 变换； 

(2) 镜面反射在 V 的任一组基下矩阵的行列式为一1; . 

(3) ，即 A~ l =Ai 

(4) 对 V 内任意正交变换 B,B~ l AB 也是一个镜面反射. 

解 （1) 我们有 

( Ac , A /3)= (a — 2(7， a )7，/? — 2(?，芦)7) 

=(«，/?) — 2(7»«)(7»/ ? ) — 2(7，/?)(7，《) 

+ 4(7，《)(7，#)(7,7) 

= ( a ，/?)， 

故4为 V 内正交变换. 

(2) 将7=6扩充为7的一组标准正交基 £1 ， £2 ，”，， £(1 ，我们有 
(注意(7，£.) = (£ 1 4.〉= 0，当 i>l 时） 

Ae, = ei — 2(7,e,)7 = 17 — 27 = — Ej * 

Ae t = e , — 2(7.« i )7 = e . (:. > 1) ， 

故 A 在此组基下的矩阵为 

■—1 

0 

1 

... 

0 


显然 IA | = — 1. A 在任何一组基下的矩阵与 A 相似，相似矩阵行列 
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式相等，故4在任何一组基下矩阵的行列式为_1. 

(3) A 2 在 （2) 中取定的标准正交基下的矩阵是 A 2 = £ ，故 A 2 = 
E. 

(4) 考查的 作用： 因为也是正交变换，故 V a^V,^ 

B~ l AB(a)= - 2(7，《0))7) 

= a - 2(7, 及 

=a - 2{B-\r j ' > ,B-\Ba'))B- x r j 
=a - 20B _1 (7) ， a)B -1 7. 

因为(5— 1 7，》 _1 7) = (7,7) = 1，故》— 1 7是7中—个单位向董，上式 
表明： 是由单位向量决定的镜面反射. | 

评议镜面反射是最简单的一类正交变换，它把单位向 M 7变 
为一7,其他所有与？正交的向量，即 1 X 7)" ■中的向量在它作用下都 
保持不动，它因此得名镜面反射. 

例 2.2 设《，/?是 n 维欧氏空间 V 内两个不同的单位向量.证 
明存在 V 内镜面反射使 Aa=^. 

解注意(《，《) = (/?4) = 1.设 7=]7^ I ( a - W ， 则7定义― 
镜面反射 

= a — —^ (.(,a t a) — (/?,a))(a — 

- 2 (1- 2 («^))° 一 ( a ， 陳 a 一沒 ） =沒 .I 

例 2. 3证明 n 维欧氏空间 V 中任一正交变换都可表示成有限 
个镜面反射的乘积. 

解当 dimF = l 时，取 F 的一组标准正交基£，由它定义 V 的 
镜面反射 Sa = a —2( c , a ) e . 此时 ot=ke， 故 

Sa = ke — 2(€,^e)€ = ke — 2^(€,€)c = — kt = — a. 

现设 A 为 V 内任一正交变换，设，因 |4 e | = | e |= l ， 故 A 
=士1.若心=^,则4=五=5 2 •若 4 e =— e , 则对一切 a 6 V ， a = ie ， 于 
是 Aa = A ( ie )= M €=— 走£=一《，即 i 4= S •故 n = l 时结论 成立. 
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设对 《 — 1维欧氏空间命题成立.对《维欧氏空间 F 内一正交 
变换 T , 若 r =£ :,则任取 F 内一镜面反射由例 2. 1知£=儿4.若 
r #£， 则有 V 内单位向量 e ， 使按例 2.2, 存在 V 内镜面反 
射 A ， 使 Av = e . 于是 Are = e .令 M = ZXe )， 因为 AT 仍为正交变换. 
故 Mi 为 A 7 的 n - l 维不变子空间，且 UD 为正交变换.按归纳 
假设，在 M " 1 内存在单位向量 ai ， a 2 ，…， 《*，它们分别决定内镜面 
反射 A " A 2 , …， A *， 使 

( AT ) | • = A . Az - A ,. 

' M x 

现将 A , 定义范围扩大至 V ，即补充定义 A ,( e ) = e (根据第三章§ 3三 
的基本命题，这是可以办到的）.则即为《，在 V 内决定的镜面反 
射，这是因为对任意< V ，设 爲 ，这里 fi J = beeM ,^ eM ± , 
则（注意(成，^, ) = 0) 

A(«)= + A,P 2 = A + ^2 — 2(a,,/? 2 )o. 

= a — 2(a,*A + = a — 2(a,.a)o,. 

现在显然有… A * (成） = 的.因为 >4 r ( e )= e ，故(久） = A ，有 
(,AT)a= (AT)A + AT Pi = /9, + A,A 2 … 

= 木 /1 2 … A〆/?!) + A!A 2 … A*/9 2 
= A , i 4 2 — i 4*(/9 i + ^ 2 ) = AiAt — AkCc . 

于是 4 r = 戌禹…注意到 f =五，上式两边左乘 4 即得 
T = AA\A2'''Ak. | 

评议解此题有两个 步骤： 第一步采用空间分解的技巧，找一 
个不变子空间 M ， 将问题归结为低维不变子空间•，然后对使 
用数学归纳法的归纳假设.但是我们并不知 T 有无非平凡不变子空 
间，由于 r 为正交变换，把单位向量 e 变为单位向量7,于是使用例 
2. 2,找一镜面反射/!，使 Arj = e . 于是 Af = L ( e ) 为紅 的不变子空间. 
问题得以 解决； 第二步是要把 A / i 内的镜面反射扩充为 V 内的镜面 
反射.由于这两步都顺利完成，问题得以迎刃而解. 

解题中实际证明 V 中任意正交变换均可分解为不多于 n + 1 个 
镜面反射的乘积.对维数>1的更一般带度董《维线性空间，可证明 
其正交变换可分解为不超过 n 个镜面反射的乘积.它称为嘉当一迪 
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厄多内 （Cartan - DieudonnO 定理. 

例 2. 4设 a 是欧氏空间 v 内一个变换，使对任意有 
U a ，A/?) = («4) .证明 A 是一个正交变换. 

解需要证明 A 是一个线性变换.对任意 a, 有 
(A(a + ^) - Aa - A^,A(,a + 芦） 一 Aa — Ay?) 

=C4(a + 卢） ,A(a-\- 妁） 一 (Aa,A(a + /?)) 

- ( Afi , A(a + - U(a + 々）》+ ( Aa , Aa ) 

+ (.Afi,Aa-) - G4(« + 卢 W) + CAa,Afi-> + U 戸， Afi) 

=(a + fi，a + ^) — ( a,a + /9) — ( fi,a + /?) 

-(a + /3, a ) + ( a , a ) + - (a + ^,/9) 

+ (a，/?) + (/?，/?) = 0 ， 

根据内积性质推知 A(a+/?)—Aa—A/3=0. 

对任意 R 有 

(i4(Ao) — kAa , A (. ka ) — kAa ) 

= (, A (, ka ) t A (, ka ) - HAa y A (. ka )) 

一 k (, A (, ka ) , Aa ) + k \ Aa , Aa ) 

= ( ka ， ka ~) — k (, a , ka ) — k (, ka , a ) + /fe 2 (a,a) 

= 0. 

由此推知 — 

综合以上结果知 A 是V内线性变换，从而是正交变换. | 
评议从此例容易想到一个 问题： 正交变换等价说法 (iv) 只要 
知道04«，如）=( 0 ，(0即推出（為《，4沒）=(^，0).本例是否可改为对 
—切04«，/^)=(^4)即可推出4是正交 变换？ 答案是否定 
的.正交变换说法 (iv) 是已知 A 为线性变换，无此条件不能成立.例 
如任取V的非零向量 a， 定义V内变换 Aa =- a , A (- a )^ a,A 使其 
他向董不变，<4显然保持 F 内每个向量长度不变.但/!不是V内线 
性变换，因为选取 V = /3, 而因 a + p ^ 
土《，故有 而 Aa -\- A ^= — a -\-. 

例 2.S 设^7是《维欧氏空间， F 是 m 维欧氏空间 (m>l) .在 
U 内取定一组标准正交基 ei ，e 2 ，…， £„. 

(I)在 HomO/，) 内定义内积 如下： 对任意 /，geHom«/，F)， 
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n 

(/，《）=X) (/(£..)，〆£>•)). 

1=-1 

证明 HomOMO 关于此内积成为欧氏空间. 

(2) 在上述欧氏空间 HomOMO 内，对任意 /teEndO/), 定义 
(TC4)/)0) = f(Aa) (V /€ Hom(LMO，a e t /)， 

则 7C4) 是 Horn07,VO 内的一个线性变换.证明 r(A) 是 Hom(U,V) 
内的正交变换的充分必要条件是 A 是 t/ 内的正交变换. 

解 （1) 我们有 

n 

aj, + k 2 / 2 , g )= 2(( 从 + 从）⑹，咖 ）） 

»-1 

n n 

(/〆€,) ， g(0 +k 2 J^ (/ 2 u) ，发 (e,)) 

•-1 i-1 

= k\(.f\yg) + k 2 (.f 2 ,g), 

n m 

(/, 犮) =S (，⑹ ，客⑹ ） = 2 ⑽ ，)，，“■)) 

1-1 1-1 

= (g ， f ) ， 

n 

(/,/)= 2 (/(£.)，/(£,))> 0， 

l — l 

且 （/，/) = 0<=»(/(£■.)，/(£, …，”).因 e” 
e” …，® » 是 U 的一组基，这推出/ =0. 

综上所述知 H O m07，V> 关于上述内积成一欧氏空间. 

(2) 首先因4是线性变换，由此知 rU)/€Hom(C/,F). 对任意 
又有 

(.T(,A){kJ, + k 2 / 2 )Ha) = (kj, + k z f z )(Aa) 

= kJ x (Aa) + k z MAa) 

= k l CT(,A')A'>a + A 2 (r(A)/ 2 )a 
=(/fe,T(A)/, ~M 2 r(A)/ 2 >(«). 

由上式推知 T(A'>(.k 1 f 1 +k 2 f 2 ')=k 1 TU')fi+k 2 TU')f2,n\l r ⑷是 
Horn 07，VO 内一个线性变换. 

根据定义，我们有 

n 

(T04)/，ru)g)= 2(ro4)/(e,)，:r(4)《(e,)) 
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== 2 (，(私)， 〆 々■)). 

现设 A 在标准正交基 q , e 2 ,-, e B 下的矩阵为 A = ( a (> ), A 是正交变 
换是正交矩阵. 

现在我们有 

( m )/， r ⑷器)= 2(/( 公从)) 

•*1 >-l 4-i 

n it n 

= 22 2 a ，《 (/⑹ ，茗 ⑹). 

*-1 >-1 -*-1 

( i ) 设 A 是正交变换，则>1是正交矩阵，其行向量组是 R ” 中一 
组标准正交基，即 

n 

2 a > a « = 厶 y *， 

代入上式得 

( m)/，r ⑷ 《)= 22( (/ ⑹，茗 ( e *>) 

>-1 *-1 «-1 


= Z ) I ； (〜)，发 ⑹) 心 
>-1 *-1 

H 

j-i 

= (/，犮). 

这表明 rC 4) 是 H 0 m ([/， V ) 内一正交变换. 

( ii ) 若已知 r ( A ) 为正交变换，则对任意 /， geH 0 mO /， lO , 

( r ( A )/,7( A ) g -)= SS ( (/(€,),^( e *)) 

>"1 *-l »-=l 


=(/， 茗） = 2 (/(£/) .^(£/>). 

/-I 

现在 V 内取定一单 位向量 7 .对按第三章 
3 三的基本命题，我们可定义 /,。必。€出11107，10，使 


4 ⑹ 


V ，若 i = 

0， 其他； 


Jo-. 
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= (4 ， g*。) = S (/>„(£/) ^* 0 (^)) = s Joko . 

/-I 

这表示 A 的行向董组是 R ” 的标准正交基，故 A 是正交矩阵，从而 A 
是正交变换 .I 

评议在第三章§3,我们利用数域尺上两个线性空间构 
造出 K 上一个新的线性空间 Horn 07, VO. 在本例中上升一步，由欧 
氏空间 U , V 构造出新的欧氏空间 Hom(f/,VO, 特别是导出 C7 内正 
交变换和 Horn 07, V) 内正交变换之间的一个密切联系，这是欧氏空 
间理论中一个有趣的结果. 


二、 对称变换 


【内容提要】 

定义设 A 是 n 维欧氏空间 V 内的一个线性变换，如果对 V 中 
任意向 f a ，#， 都有 

Uo ,/ 3 ) = (a 肩， 

则称 A 为 F 内一 个对称变换. 

命题 n 维欧氏空间 F 内的线 性变换 A 是对称变换的充分必 
要条件是4在标准正交基下的矩阵是实对称矩阵. 

命题设 A 是欧氏空间 V 内的一个对称变换，則4的对应于不 
同特征值 A m A 2 的特征向量 $,, f 2 互相正交. 

命® 设 A 是71维欧氏空间 V 内的对称变换，若 M 是4的不 
变子空间，則也是4的不变子空间. 

定理设4是 n 维欧氏空间 V 内的一个对称变换，則在 V 内存 
在一组标准正交基，使 A 在此组基下的矩阵成对角形. 
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评议对称变换是与内积相联系的第二类特殊线性变换.按照 
定义，这种变换可以在内积中自由 移动： 从内积的左边移往右边.重 
要的是，这种变换实标上是实对称矩阵的线性变换形式.实对称矩阵 
是第四章§ 3, § 4的主要研究对象，但当时是以对称双线性函数和 
二次型的形式出現的，这里却是以线性变换的形式出现，这就使这两 
部分知识建立起密切的联系. 

和正交变换一样，对称变换的不变子空间 A / 的正交补 Mi 也是 
不变子空间，因而对称变换也是完全可约线性变换.与正交变换不 
同，对称变换矩阵都可对角化. 

注意对称变换和对称矩阵的联系是以标准正交基为立足点的， 
不是在标准正交基，这个联系不存在，读者不应忽视这一点. 

例 2. 6设 A 是 n 维欧氏空间 F 内一个变换，使对任意 a ， 托 
7，有(如，/?) = («，/^).证明/1是一个对称变换. 

解 对任意，有 

(4 (a + /?) - Aa - Ap ,7) 

= ( A(,a + /?)") — ( Ac ,/) - ( A 戸， 7) 

=( a + /?, A 7) - ( a , A 7) - 

— (a + /3 — a — ^, AT ) 

=(0,7) = 0. 

现取 y = A ( a +/3)-4 a - A 卢，由内积的性质知 A ( a +/9)- Ac -/4^ = 
0. 同法可知 Aaa)_Ma = 0, 故 A 为 V 内线性变换，从而是对称变 
换 .I 

评议解题中用了变换可在内积中移动位置这个条件.例 2.4 
和本例都 g 明： 正交变换和对称变换都由它们和内积的关系完全决 
定，它们是'线性变换这个性质已隐含在它们和内积的关系中了.因 
此，这两类变换是带度董线性空间特有的. 

例 2. 7设是”维欧氏空间 V 内两个线性变换，在 V 的标 
准正交基 e ,,£ 2 , 下的矩阵分别是 A ={ a lj ), B =(, b , J '). 证 明：对 
任意都有 C 4 a ，/?) = 的充分必要条件是 B = A '. 

解必要性 按假设 





欧氏空间中的特殊线性变换 


( Ae ,.,6*)= ( 2 a > (e ” e *) = a 知， 

>=1 >— 1 

n n 

(e,_ ,Be k )= ( «.• ， 2 ） =S〜“■• ， e >) = 6 ,.*. 

j-i j-i 

这说明 

充分性 若 S = A '， 此时同样有 

CAc ；,€») = = b ik = (fi ； 

对任意 a ，/? ev ， 设 

a = Xi€! + x z £ 2 + ••• + x,€., 

P = 灿 + y 2 e 2 + ― + y n e H , 

我们有 

n n n n 

(Aa,^)= ( 2 XiAti , 2 y^k ) = X/ 2 ^t t ,t k )xiy k 

1-1 *-l 1-1 *-l 

n n n «i 

= 2 2 ^iyB€ k )Xiy k = ( 2- r ' €i,5 2 ^*®*) 
i-l »-l i-1 

= (. a , B ^). I 

评议此例说明，对 n 维欧氏空间 V 内任意线性变换 A , 都存在 
唯一的线性变换 B ， 使 （ A a ，p = ( a ， B #)， A 与这样的 fl 在标准正交 
基(不能是任意的基)下的矩阵互为转置.这个线性变换称为 A 的共 
轭变换，记做显然， F 中一个线性变换 A 是对称变换的充分必 
要条件是4=4•.这就给出对称变换另一种刻画方法.概括说，现在 
对称变换有下列三种互相等价的说法： 

(1) 对任意有 = 

(2) A 在标准正交基下的矩阵是实对称矩阵； 

(3) A = A \ 

例 2. 8设 Z 为正定矩阵，为实数矩阵. 

(1) 证明： 对于任意正整数也 正定； 

(2) 如果对于某一正整数 r 有尤 B = iM % 证明： AB = BA . 

解（1> A 为实对称矩阵，可以看做《维欧氏空间 V 内一个对 
称变换 A 在一组标准正交基 Cl ， e 2 ，…， e , 下的矩阵.按前面定理 ，V 
内存在标准正交基％，&，…，7-，使 A 在此组基下矩阵为对角形 
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令(仍心， …， 7-) = ( d ， e 2 ，…，6)了，则了为正交矩阵，即 T '= T-\=f 
是 T ' AT = T ~ l AT = D . 这表示 A 合同于对角矩阵 D ， 这相当于实二 
次型作可逆线性变数替换化为标 准形： 

/= X' AX- U- r (T'AT)Y = Y'DY 
= Ky \ + A 2 i y ! + … + x ^ yl . 

显然， / 正定正定…， n). 此时 TM*T = 
7'_ 1 4*7'=(7'一 1 47')* = £>*,当人>0时 A?>0 .这表明 Y 合同于主对 
角线元素全为正实数的对角矩阵 D 4 , 故也正定. 

(2) 若， 5 =凡4、则 T ~\ A r B -) T = T - l ( BA r ) T . 由之立即推出 
( T ~ x ATY ( T ~ l Br ) = ( T ~ l BT ) ( T ~ l ATY . 4- 艮二了—土?％ 则275, 
=艮/7 .设氏 =( 心），利用左、右乘对角矩阵的性质可知有 

^|> = 入 1 fiij . 

若心乒 0,由上式推知 AT = A ; •因 人 >0，七>0,故人= 4>，于是 咏产 
AAv . 若心= 0,则此式自然成立.这表示 DB ^ ByD . 代回原式，得 
(T~ x AT)iT~ l BT) = (T _ 1 BT)(T'MT). 

两边左乘: r, 右乘: r _1 ， 即得 A6=iM. | 

评议 要想从推出>1召=2^，直接验证显然不容易. 
这时应想到有什么理论可以把问题化简 • 5是一般实方阵，自然没有 
什么办法化简，而 a 是正定矩阵，按上面定理，其矩阵可对 角化： 
了 _1 47’=£)，因为 

ry = ( T^ATY = ( T - MT )( T - MT ) — ( T _1 ^ r ) 

= T~M r T. 

这就把，化作对角矩阵 IX. —到对角矩阵，问题就简单了.所以，凡 
涉及矩阵乘法的问题，就要想到能否把其中矩阵对角化（或准对角 
化），以简化问题. 

例 2. 9设 Z 是一个”阶实对称矩阵.证明 A 半正定的充分必 
要条件是存在》阶实对称矩阵 B , 使 A = B Z . 
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古代天文历法释证 


惑当时”，遭到不白之冤。运用三角函数作为造历的基本算法，这真是中国 
历算中所缺的•有何不可！这时一行潜心于二次差内插法和等差级数的计 
算，对此无动于衷。反对的理由只是因为九执历是外来的，便受 歧视； 可是 
他不 想想： 印度佛学不也是外来的吗？可谓厚此薄彼。这个经验教训，在中 
m 历学发展史上吃了大亏.是应该吸取.剖析与检讨的。 

当然.有价值的东西是小吋能全被保守的人抹煞的。九执历提出的“随 
方眼”，认为地平经纬是随地不 同的； 一行受此启发，提岀测量九服日晷，阐 
明北极的出地高度，是受到它的影响与得其好处的，只是一行不愿认罢了。 
九执历求黄白交宫，自 H 交始，称为“阿修”，也称“阿修罗”。唐代以后在历 
法上称道的罗喉，计都之名，即始于斯。一行依阿修•测 W 九道月行，以定罗 
计周天。大衍历法，推为麻历冠冕。他独于九执历的三角函数.废弃不用， 
同时还要严淋批评陈玄崁等小人物的正确研究。这点史书上因此对他也有 
非议，评论 :“一 行写其术未尽，妄矣！ ”今天，我们对于这个问题是养得淸楚 
的。《新唐 (5 》对于陈玄谀的科学研究，未能正确对待，是应予平反，表彰他 
的实事求是的治学楮神的。三角闲数在中 N 未能早日推行.直到元郭守敬 
撰《授时历》，还是吃了大亏。痛定思痛，奉告负有声望的权威学荇，学术是 
天下公器，应该虚怀若谷.以学术为敢.有这肚 M . 接受这一教训。 

根据朱文鑫的 考订： 九执历 译于谢时 ，却为印度的古历。九执历_: 
“春分为段首.秋分为秤首。”段首为西法的两羊第一点，秤 首即西 法天平 
笫一点。春分在白羊.秋分在天平.遵循岁差术来考证.距今已经2000余 
年.公元前134年，即汉元光元年，这与《汉书 • 律历志》所述的春分点在 
娄是相合的。欧洲历学，从希腊、阿拉伯遍及罗马，由东 而西； 梵历则为历 
法东西交流的一大关九执历中“日月皆有小轮”，“日食用黄平象限定 
南北差.亦有周径密率，亦用弦切二线”.由此可以窥测梵历与希腊和欧洲 
诸 N 历法的关系。九执历传人中国，实为中西文化交流中在利玛窦前西 
历传人中国的-件大事。只是由于中国古时学者不予 S 视.视有若 X ，这 
是中国学术史上的一大 憾窜， 明清之际，西学东渐，利玛窦等对于这事当 
然没有认识，还说.他们把西学传人中国是第一次，居于首功的。徐光后 
和李之藻，号称博雅之士，可也没有发觉.以耳代目，随声 附和； 却不知道 
历史事实不是这样的。 

欧洲历学传人中国，是有它的蛛丝马迹可寻的。《隋书 • 经籍志》中 
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由上式得 T'AT=F\A 合同于 F 2 . 故 A 半正定. 

(2) 设 Z 是任意实数矩阵，则 A ' A 为实对称矩阵.令 A = ( aij ), 
我们有 

X' (AM)X= {AXy^AX) 

n 

= S + a.. 2 _r 2 + … + a in x n Y > 0, 

«-l 

故 AM 为半正定矩阵.按 (1)， 存在实对称矩阵 B ， 使 A'A = B\ | 

例 2. 10 设是维欧氏空间 V 内的两个对称变换且 Afl 
= BA. 证明 V 内存在一组标准正交基，使 A,B 在此组标准正交基下 
的矩阵同时成为对角矩阵. 

解因为 A 的矩阵可对角化，设4的全部互不相巧的特征值为 
A ， A 2 ，…， A *， 由第三章§ 4定理2,有 

对任意 <7~，/1(价）=5(如）=入价，这表明价即~是 i ? 的 
不变子空间 . 是 V AI 内对称变换，故在内存在一组标准正交 
基，使在此组标准正交基下矩阵成对角形，而在此组标准 
正交基下矩阵为 A >£. 把每个内这一组标准正交基合并即为 V 的 
一组标准正交基（因为\^的向量与 V ,中向量 ，当： '关）时都正交).在 
此组标准正交基下 A ， tf 的矩阵都是对^角 矩阵.| 

例 2. 11 设 A 是一个 n 阶半正定矩阵，则存在唯一的 n 阶半正 
定矩阵右，使 A = fl 2 . 

解在例 2. 9已证明存在半正定矩阵£，使 4 = _ B 2 . 现设又有半 
正定矩阵私，使 A = Bl 把枣忍，^分别看做 n 维欧氏空间 V 内对 
称变换 /1，5，艮 在7的标准正交基 ei ， e 2 ，…,匕下的矩阵，显然有 4办 
如将 V 分解为4的特征子空间的直和 
7 = ㊉…㊉ 

在例 2. 10中已证 V 、为 B , B X 的不变子空间，且在内存在一组标 
准正交基 《 ;1 ，、，••• ，〜，使 B 在此组基下矩阵成对角形 
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0 
Mi, 

A = . . 

0 

4 在此组基下矩阵为人£.但 ff 2 = A ，故 £)?=▲£. 因为化>0,故化 

= ~J~\i , @P Di = •对任意 a €、，有 Ba = V ^ Ta . 同理， = 

VX a . 这表明，限制在 h 内， = 故.因为 V = & ㊉ h ㊉ … ㊉ h ，故 
在 V ■内有，从而 5 = 5,. | 

评议上面三个例题讨论了半正定矩阵开平方的问题.对一个 
非负实数 a ， 存在唯一的算术平方根对一个半正定矩阵也 
存在唯一的平方根5,它是一个半正定矩阵，可以记做如果不 
限定取非负实数，则 a 的平方根不是唯一的.同样，如果不限定在半 
正定矩阵范围内，那么>1的平方根也不是唯一的.数的乘法和矩阵 
乘法已相去甚远，但在这里他们竟如此相似，是令人惊异的.究其原 
因就在于实对称矩阵可用正交矩阵化为对角形，因此，半正定矩阵开 
平方实际上是对它的特征值开平方，这就回到非负实数的开平方上 
来了.所以这种相似，有其深刻的理论背景. 

例 2. 12设4是《维欧氏空间 V 内的一个线性变换.如果 
AA- =4*4,则>1称为一个正规变换.设 M 是正规变换 A 的不变子 
空间，证明也是4的不变子空间. 

解在 M 内取定一组标准正交基 ei ， e 2 ，…， e > ■，在 A /* 1 内取定一 
组标准正交基 ^ +1 ，…，^，合并即为 V 的一组标准正交基.在此组基 
下4的矩阵是 

A = . , 

- 0 - 

而4•的矩阵是 A '. 因为 AA * 故 AA r =A r A. 根据第一章§ 3 

的例 3. 19,有 A 2 = 0. 这表明 Mi 也是 A 的不变子空间. | 

评议此例说明欧氏空间内的正规变换也是完全可约线性变 
换.证明中使用了第一章例 3. 19,而例 3. 19则使用了方阵迹的特殊 
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性质.环环相扣，前后呼应. 

例 2. 13 设 A 是实” 阶方阵且 = A ' A . 令 A 。 为 4 的特征 
多项式 /(A) =\ AE - A \ 的一个根，又设； S ： 为 C 上 /iXl 矩阵，使 
= A 0 X. 证明： A'X = \ X . 

解 利用以及(又表示对 X各分 M 取复共轭） 

AX = X ^ X=^AX = \ X ^ X'AX = 

X ' A ' = ^ X '^ X ' A'lC = XoX ' X . 

把上述事实用于下面的计算 ： 

( A'X - W { A'X - AoX) 

= ( X'A - H)(AX - AoX) 

= X'A A'X - AoXM^X - X ^ X'AX + AoAo^X 
= X ' A'AX - W， 又一 AoAoX^ + loAo^X 
= ( AXYCAX ) - JoAoX ' J ^ 

= AoAoX^X - J 0 XoX'^ = 0. 

现 A ' x-Jcxe c ”， 它和的对应分量相乘相加等于其各 
分量模的平方和，其值为0,即得 ax — ix=o. | 

例 2. 14设 A 是 7J 维欧氏空间V内的一个正规变换.证明V 
内存在一组标准正交基，使4在该组标准正交基下的矩阵成如下准 
对角形 



而 Ar +1， …， A , 为 A 的特征值. 

解在 F 内取定一组标准正交基^…，设 A 在此组基下 
矩阵为 A,A 为正规变换，故 AA'=A'A. 现设 /( A )= | A£-A | 有一 
复根 Ao = a + tt (6 关 0) ，又设 X 。 为 C 上；! X 1 非零矩阵，使 dX 。 = 
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AoX 0 . 从例 2. 13知有 A ' X 0 = l > X , 

现令 

« l " 

= 7 + 

其中 C7，W 属于这里 [/ 关0,否则而与 Ac 非实 
数矛盾.因为X。乘以非零实数 A 后 kX 0 = kU+\kW 仍为该方程的非 
零解，因此可假设 t； 为欧氏空间 R- 中的单位向量，即设 





令 

7i = (e,,e 2 , •••,£,)?/ , 72 = (q ， e 2 , … ， OW, 

则 7 i »72 6V. 

(1) 我们有 

A(.U + iW) = (,a + 6i)((7 + iW), 

比较两边的实部和虚部，即得 

\AU = aU - bW, 

\AW = bU + aW. 


于是 

Arj x = [A(e lt •••,£.)](/ = (e, ， e 2 ，." 

=( e ,， e 2 , …， £„)(“{/ — bW~) 

=a (e,, 6 2 , •••,£,)(/ — 6 (e, ,e 2 ,*-,e„)W^ 
=a 7 i — *72 » 

Arf 2 = = (€i，€ 2 , — ,e n )^4W^ 

= (£”£ 2 ，…， e ，）( W 7 + aW~) 

=We! ，。， … ， ej" + a(e"e 2 ， .. ， e B )W 
= brjy + ar/ 2 . 
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( 2 ) 下面证 7 i ，72 为互相正交的单位向量，即 (7 i ，7 i ) = (72,72) = 
^^，^^^，根据^的内积在标准正交基〜〜…心下的计算公 
式，这只要证 C /， W 是欧氏空间 R ” 内的正交单位向量即可.已知 
X 。= IcX 。 ,两边左乘 X ;，得 

X' 0 A'X 0 = AoX ； X 0 . (1) 

现在再把原式 AXo = A 0 X 0 两边取转置，得 X ^4'= AoXl , 两边右 
乘 X 。得 


X ' 0 A ' X 0 = XoX '. Xo . (2) 

比较（1)， （2) 两式，得 AoX；X 0 = AoX；Xo. 因为 Ao= fl +6i^0io, 故 X' 0 Xo 
= 0,即 

(V + iW')(U + iW) = U'U - W'W + UU'W + W'U) = 0 
=> U'U - W'W = 0, U'W -h W'U = 0. 

于是，作为欧氏空间 nr 中向 m ， 有 

OJ,U) =U'U =1, (W,W) = W'W = U'U = 1 . 

因为 n = a/，HO = («/，(；）= W ， 故由 f 7， l ^ + H ^(/ = o 立即推 
知 《/, wo = o . 

这表明 t/，W 为 R" 中两个正交单位向 M， 从而 Vy > Vz 为V中两 
个正交单位向量. 

现令 M=L( 7l ，7 2 )， 则 M 为4的一个不变子空间，以 m 
组标准正交基，4 |„在此组标准正交基下的矩阵为 



下面对 V 的维 数”作 数学归纳法. 《 = 1 命题显然正确 .n = 2 
时， /( A ) 为实系数二次多项式，若它有一实根，则有 fl ev ， i « i = i ， 
使令从=人 ( a ). 由例 2. 12知 M x 也是/4的不变子空间且 
dimMi = l .在•取单位向量沒，则 A ^= X 2 p . 于是 A 在 V 的标准正 
交基 a ， 沒下的矩阵成对角形，命题获证.如果 /( A ) 无实根，设它的一 
复根为 Ao = a + tt ， 前面已指出， V 内存在一组标准正交基…如使4 
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在此标准正交基下为所求的矩阵命题也成立. 

现设命题对维数<«的欧氏空间已成立.当 dimV = » 时，若4 
有一特征值 A ，设为一单位向董使 AV ，= ^ Vi -^ M = L (7，>. 按例 
2. 12， Mi 是 A 的不变子空间，一 1. 而根据例 2. 13 有 

•再由例 2. 12，从^■也是 A •的不变子空间（因为 ( A . )•=>!，当 
4是正规变换时 A •也是正规变换），在内仍有 
( Aa ,^) = ( a , A . 卢）， 

故的共轭变换为 | M i ， 它们当然可交换，故为内正 
规变换，按归纳假设， A / i 内存在标准正交基7 2 ，一，7-，使4|«1在此 
组标准正交基下矩阵符合命题要求.于是在 F 的标准正交基7，, 72. 
…， V ” 下，4的矩阵符合命题的要求. 

若 4 在 V 内无特征值.设 Ao = a +6 i 为 A 的特征多项式 /( A ) 的 
一个复根，前面已指出，存在 A 的二维不变子空间 M = L (%， V 2)， 使 
A 在 M 的标准正交基 7 i .72 下的矩阵为 S . 按例 2. 12, A / 1 是 A 的 
不变子空间.对任意 /36 A /1 和 KM , 因如 6 M , •故有 
(a,A'/9) = = 0 , 

这推出 Mi 是 A •的不变子空间.前面已指出 A |„丄的 
共轭变换是 /!• ki , 它们仍可交换，故为 Mi 内正规变换.现在 
dimA / 1 =« —2. 按归纳假设， A / iR 存在一组标准正交基％，…，7»，使 
A 在此组基下的矩阵符合命题要求.于是，在 V 的标准正交基7,， 
V 2, …，％ TA 的矩阵符合命题要求（注意£>中主对角线上小块任意 
重排次序仍保持相似关系 ).I 

评议此例仍然使用空间分解的方法.只是现在必须注意，在对 
使用归纳假设前必须先证明为内的正规变换，否则归 
纳假设不可用. 

三、 用正交矩阵化实对称矩阵成对角形 
【内容提要】 

设 A 是 n 阶实对称矩阵，則存在71阶正交矩阵 了， 使 了 _1 4了 = 
T'AT = D 为对角矩阵.了是正交矩阵，了 -1 =7^，所以用正交矩阵化 
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实对称矩阵为对角矩阵，既是相似变换，又是合同变换，合同变换又 
等价于化实二次型为标准形.所作的可逆变数替换 X = TY 因了是 
正交矩阵而称为正交线性变数 替换. 

现把: T 和 D 的具体计算法归纳为以下儿个 步骒： 

1) 计算特征多项式 /( A )=| A £_ A |, 并求出它的全部根（两两 
不同者）々，义 2 ，…， A *; 

2) 对每个 A ，求齐次线性方程组 = 0 的一个基础解 
系兄,，兄 2 ，… , X „, 它们即为解空间的一 组基； 

3) 在欧氏空间 R " 内将兄，…， 正 交化： 

Y n = X „, 


y . 2 = 

= x i2 - 

( x , 2 , y (1 ) v 

y .3 = 

=足3 - 

( Un ) 

( y „. y ,.) 11 


( x ；3> y , 2 ) 

( U 2 ) ‘ 


再把所得的内单位化，得 M ,, 的一组标准正交基 
Zn , Z ， 2 ，— , z „.. 此时 


7.1 = (hV’DZ,” 

Viz ~ ( e l ， e 2, … ， e «)Zi2, 


7 i 〜 = ( £ 1， e 2 ， ... 


即为； ^ 的一组标准正交基.而所寻求的正交矩阵了应为 £ l , e 2 ，…， e , 
到 V 的如下标准正交基 


7 ll »7 l 2. ，，， .7 l «, ，721，722，…， 7 z « 2 ，…， 7*1 ， 7*2 ，…， 

的过波矩阵，其列向量组应为 

^11 *^12 * *** »^ 1 /, *^21 *^22 ♦ "** *^ 2 <J * *** ， Z*1 f Zt2 t yZia k ， 

只要把上述向量（写成坚列形式）作为列向量依次排列，即得正交矩 
阵 T ， 而此时相应的对角矩阵 D 应为 






^1 




例 2. 15 给定实对称矩阵 


求正交矩阵7’，使 TAT 成对角形. 
解 （1) 求/ I 的全部特征值. 

I A -1 -1 


\XE-A\ 


1 -1 
A -1 


( A - l ) 3 ( A +3). 


故 4 的互不相同的特征值为^ = 1,^ = -3. 

(2) 求每个特征值对应的线性无关特征向董. 


当々=1时， 


^\ E 一 A 


1 -1 -1 


一1 一 1 


<F=^X\— X 2 — + 





移项，得 
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工 1= 工 2 + 工 3 —斗 

基础解系为(此时向量改写为行的形式，下面作正交化时较为方便） 

Xii = (1 ，1 ，0,0)， Xi 2 = (1 ，0，1，0)，叉13 = ( —1，0,0，1). 


当 A 2 = — 3时， 


义2五一 A 


—-3 -1 -1 

— 1 一 3 1 


-1 -1 -： 


(x l —X2—a：3 — 3x 4 - 


L x 3 + x A - 

它的基础解系是 

X 2 i = (l» —1. — 1»1). 

(3) 把 X U ，X 12 ，X 13 正交化. 

a 1 =Xn = (l»l>0,0), 

ai=Xi 广^•，-如 1 ， 0 ) 
03 - Xl3 - 

再把〜，〜，〜和^^分别单位化： 


71 士 1= (六去 0 , 0 1’ 
?2= iir 2= ( 六，-太，夫， 

1 I _i _1_ i _ 

Vi = W \ a3= \ Vu ' Vu ' Vu ' 


3 

Vu 9 


74 = 1^ T X21 = 17 ， H 

(4) 以 72*73.74 为列向量组排成矩阵 
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10 0 0 

0 10 0 

T ' AT = D = 

0 0 1 0 

-0 0 0 -3 

例 2. 16用正交线性变数替换化实二次型 

2 (X, — x) z (5 = 士 (: Ci + x 2 + …+ 工 ” )) 

成标准形. 

解 令尸=(1,1 ，…， 1) .在欧氏空间 K ” 中定义对称双线性函 
数如 下：若 

X = ( x , , x z ，— , x ,), Y = ， … ，: y ”） ， 

则令 

nX , Y ) = ( X , Y ) - ~( X , F )( Y , F ). 

n 

二次型函数 

Q /( X )= CX , X ) - -( X , F ) 2 

n 

= - nx 2 
• = 1 

n 

= - 2nx 2 + nx 2 



112 112 112 112 
I I 

Ilf If If I V12 
- 

1 7T 丄 VTir 。 

- 

丄一 ^ lTf 。 o 

II 

T 

有 
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= 2 工 ， ? _ 

i-i /-I i-i 

= 2 ( x , — i ) 2 . 

*=1 

上式是二次型函数在 R" 的坐标向量 ei ，e 2 ，…， £l ■组成 的标准正交基 
下的解析表达式.只要在 R" 中找出一组标准正交基％，7 2 ,…，7-，使 
/(m 在此基下的矩阵成对角形，令 

(7 l ，々2，…，7») = ( € 1 ， € 2，…， A ) 了， 

则在正交线性变数替换 X = TY 下，题中二次型即化为标准形. 

首先注意, /( / 丄 （ F ， F ) 2 = 0 .令 M = L ( F ). 现 

n 

在只要在内找一组标准正交基 7 m 7 2 , …，7，-,，再令= 尸即 
可. 

限制在 M 丄内，(义，/0 = 0%/0 = 0，故/0^)=(尤，10. 

因为 

从丄= { xeR " l ( x , F > = o }, 

它是齐次线性方程 + 的解空间.它显然有一个基 

nL (Ka ^ 

TO 解录 

A = (1，一 1，0,0,…，0)， 

= (1，0，一 1，0,…，0)， 


«|.-1 = (1，0, …， 0， 一 1). 

把它们按施密特正交化方法正交化得 

A = (1, - 1,0,0, •••,()), 



再单位化，得 






7 .= 


id+ 1) 


id + 1) 


:，0,…， oj 


O' = 1，2,…， n — 1)， 

其中每个7,前 /+1 个坐标非零•令 

7 * = 命 = (夫士’…士 )， 

则 H ， …， V •为 W 的一组标准正交基，且 

/(7.+，7>)=衣 .7 (“_；•= 1，2,…，” 一 1)， 

/<7.»7«) = /(7-，孓)= 0 (i = 1，2，-“，》). 

即 /(X，y) 在此基下矩阵为对角形 D , D 的主对角线上前 n ~ l 个元 
素都是1，最后一元素为0.从标准正交基 £1 ，£ 2 ，…,匕到标准正交基 
的过渡矩阵为 


-J ~2 . 

—.■丨 一 ——••• ••• 

VT 


~J~n 

1 

^/~n 

士 . 


*v (n — l)n w n 

0 0 … 0 > (? ~- 1} -j= 

V (”一 1)” V n 

在 X=7T 下,题中二次型化为如下标准形 

: yf + d + …+ 父 -i. I 

评议本题没有使用前面归结出来的规范性方法，而是从理论 
上讨论对称双线性函数 /(x，y〉， 它对应的二次型函数 Q/OO 在标 
准正交基 epeySe- 下的解析表达式就是题中的二次型.但实际解 
题过程刚好相反，是先确认 Q/OO ，然后用公式 


/(x，y) 


{Q/CX + y> - Q f oo - Q/(y>} 
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把所需要的对称双线性函数 /( x ， y ) 找出来.本题如此求解，比用前 
面提出的方法简单得多.但是其中仍然用了施密特正交化方法. 

练习理 5. 2 

1. 设 A 是《维欧氏空间 V 内一个镜面反射，令 

/(«，#) = ( Aa ， y ?) (V € V ), 

证明 fia ，_ V 内对称双线性函数. 

2. 设 A 是 n 维欧氏空间 F 内一个线性变换.在 V 内取定一组 
基 ei ， e 2 ，… ， e .，设 A 在此组基下的矩阵为克令 G =(( e ,,£>)). 证明 A 
为 V 内的正交变换的充分必要条件是 A ' GA = G . 

3. 设 A 是二维欧氏空间 V 内的正交变换，在 V 的标准正交基 
ei ， e 2 下的矩阵是 

fcosa 一 sina 

— 

Lsina cosaj' 

将 A 表成 V 内镜面反射的乘积. 

4. 证明： 对《维欧氏空间 F 内任一线性变换 4 ，A + 4- 是一个 
对称变换. 

5. 设4是 n 维欧氏空间 V 中的一个线性变换，如果 
即对任意有 

( Aa ， 芦) =—( a ， i 4 沒）， 

则称 A 是一个 反对称变换. 证明： 

(1) A 为反对称变换的充分必要条 件是： A 在某一组标准正交 
基下的矩阵是反对称 矩阵； 

(2) 如果 M 是反对称变换4的不变子空间，则 M 的正交补 M x 
也是 A 的不变子空间. 

6. 求正交矩阵: T ， 使 T ' AT 成对 角形： 
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(5) A = . 

1111 

■1111- 

7. 用正交线性变数替换化下列实二次型成标 准形： 

(1) f=x\+2x\ + "ix\ — 4xi j ：2 — 4x 2 x 3 j 

(2) / = J ： l—2^2 —2X3 — 4:1:2 + 4xix 3 4 - 8 x 2 :3 ? 

(3) /—2 xiX 2+2 x 3 x 4 . 

8. 设 4 是 n 阶实对称矩阵，证 明： A 正定的充分必要条件是 ， A 
的特征多项式的根全大于零. 

9. 设都是《阶实对称矩阵，证 明： 存在正交矩阵7\使 
T - l AT = B 的充分必要条件是4与 B 的特征多项式相同. 

10. 设是 n 阶实对称矩阵， Z 正定， 证明： 存在一可逆矩阵 
7\使 T ' AT 和 T ' BT 同时成对角形. 

11. 设 A 是 n 维欧氏空间 V 内的一个线性变换， M 是 A 的不变 
子空间.证明是/!的共轭变换 / T 的不变子空间. 

12. 设/!是《维欧氏空间 F 内的线性变换，在 V 的一组基 ei ， 
e 2 ，…， e , 下的矩阵为凡令 G =(( e ,， e ,)). 证明： /!是 V 内对称变换 
的充分必要条件是 A ' G ^ GA . 
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一、 酉空间的基本概念 
【内容提要1 

定义 设 F 是复数域 C 上的线性空间.如果给定一个法則，使 
V 内任意两个向量 a,p 都 桉照这个法則对应于 C 内一个唯一确定 
的数，记做0，/3)，且 满足： 

( i ) 对任意 U 2 e c ，〜，〜，/有 

(^1«1 +k 2 a z ， /? )=^i(o! ， / S) + 々 2 (a 2 ,/3 )； 

( ii ) ( a , 沒）=^7^(取复数共扼），因此，对任意 aeV ，（ a ， a ) 都 
是实数； 
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( iii ) 对任意 V ，（ a ， a )>0， a ( a ， a )=0 <=^a = 0， 

则称二元函数 O , 妁为 F 内向量《，/? 的内积 .定义了这种内积的 C 
上线性空间称为酉 空间. 

在一个酉空间 F 内，对任意总是一个非负实数，我 
们定义 

|«| = V (.a,a) ， 

称为向量 a 的模或长度. | a |= l 时， a 称为单位 向量. 

如果且（《,的= 0,則称 a 与卢正交.显然， V 中零向量 
与任何向量均正交. 

定义在《维酉空间 V 内 n 个两两正交的单位向量组成的向 
量 组称为 V 的一组 标准正交基. 

F 内71个向 f £ i ， € 2 , •••,£, 是一组梓准正交基，等价于 
(«. »«>) = 8^ (i,j = 1 ， 2，…，”） • 

在酉空间内有与欧氏空间相同的施密特正交化方法.給定酉空 
间内 一个线 性无关向量组 • 

a"a 2 , •••，<!：,. 


令 

«i = a i » 



那么，同样有如下两条 性质： 

(i) ， e;)=L(a" … ，名）（ £=1 ， 2,… ， s); 

(ii) (e,. ， e))=0 

利用施密特正交化方法把一个有限维酉空间的一组基正交化后 
再单位化，就得到它的一组标准正交基. 
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定义 设 t ； 是一个72阶可逆复矩阵.如果则称 f / 是 

一个酉矩阵. 

命题 设 V 是一个?？维酉空间， Si ， e 2 , …， e „ 是 V 的一组标准正 
交基， C 7 是一个 n 阶复方阵.令 

(7 i ，72，".，7») = ( e " e 2 ，•••，£„){/， 

则 7 i ，7 2 , …，是标准正交基的充分必要条件是 C 7 是一个西矩阵 • 
定义 设 V 是一个;2维酉空间， M 是 F 的子空间.令 
M x = {a ^ V \{ a , p ) = 0,对一切 G M ), 

称 M X S M 的正交补. 

容易验 证： 的子空间.我们有 
命题 V = A/®Afi. 

评议学习了欧氏空间的理论之后，自然会想在复数域上的线 
性空间内也利用满秩对称双线性函数定义向量的内积.这是一个正 
确的想•法，而且它也确实已经成为一个有用的数学工具，在一些数学 
领域（例如李群论）中就是用这办法在 C 上线性空间内定义内积的. 
但是这方法有一个缺点，即内积（包括每一个向量与自身的内积）现 
在都是复数，复数是没有正、负，没有大、小的，因而欧氏空间的许多 
性质都丢失了 .为了弥补这一点，人们对内积的定义作了修改，把对 
称性质修改成（《»，/?)= (/3，< i ). 这样，对每个 V ， （ a ， a ) = ( a ， a ) ，这 
表明 （ a ， A ：) 都是实数，从而可以加上 （ tr ， a 〉>0，（ a,oO = 0<=^ ar =0 这一 
正定条件，其结果是使欧氏空间的基本理论都能大致平移到酉空间 
中来. 

但是，上述修正也带来新的问題，内积 O ，/?) 对第一个变元是线 
性的，但对第二个变元却 不是： 

+ ^ 2 /? 2 )= (是 1 沒 1 + 

= k'da) + k 2 iP 2t a) = k x (fi"a) + k 2 (/S 2 ,a) 

= 吴 i ( a ， A 〉+ k 2 (. a t fi z ). 

即当从内积的第二个变元处提出数乘倍数 k,,k 2 时要取复共轭.所 
以内积0，/3)不是 V 内的双线性函数，而是所谓“厄米特双线性函 
数’，.它和我们在第四幸中学习的双线性函数不同，所以第四幸的理 
论现在不能直接用到这里来，要做達当的修正.初学者最容易在这里 







从上面的计算，有 


n _ “、 ( a ,^) (^) 

0 - ㈣ - （W) 

_ L_ ( a ，扪 n («，#) /?) 

_ I (/?， 〆 ， (芦，芦 /)• 

由此立即推出 a - 卷吳卜 线性相关. ■ 

评议观察此例的解题过程，可能不理解向量 
是怎样想出来的.这可从要证明的不等式 

\(a,^\ 2 <(,a,a)(/3,^ 

推出 

( a ,^) (^)< 

于是不等式变成 

o< 一) - =一) - 

这就导出了要寻找的 y =« —但上式右端并非 ( y ， y ), 所以不 

等式尚待证明.但具体计算一下就会发现上式右端实际与 （ y ， y ) 相 
等，于是问题得解. 

例 3. 2证明 


«2 

«1 4 


Ur 1 c 1 . 

是一个酉矩阵. 

解只要证明^7'=(/'我们在第一章§ 3的例 3. 10已经证明 
的逆矩阵是 




322 第五幸带度 f 的线性空间 


C 


2 ^ri - _2^!9 2 

现在 e A = e "， e * = e ” =e 


e -i 

£ -2 £ l -2 


Cl ' 


e 0 4 … er 1 」 


: v ^" c ， 而 


即 


c = (V7TU) 

U ' = ^ J~n • 


v^r 


• s/TT 

= u~\ 


评议和正交矩阵类似，我们可以证明一个 《 阶复方阵是一个 
酉矩阵的充分必要条件是它的行(或列）向 M 组是酉空间 C ” 的一组 
标准正交基. c - 一组标准正交基任意重排次序后仍为一组标准正 
交基，所以一个酉矩阵的行（或列）向量组按任意次序重排后仍是一 
个酉矩阵. 

例 3. 3设7是《维酉空间， M 是 V 的一个子空间.在商空间 
V 7 A / 内定义内积 如下： 若& = a + M ，？=/?+ A /， 有 
a = ffi + a 2 (°i 6 M,a 2 6 M 1 ), 

/® = A + A (A e M ， /9 2 € M 丄）， 

则令(1芦)=(〜，戽），证明 WAT 关于此内积成为酉空间. 

解因为 V / M 内元素的表达式不是唯一的，所以要先证明上 
面的内积定义在逻辑上无矛盾. 

首先， M + Mi 是直和，上面 a ，# 的分解式是唯一确定的，所以在 
这里不会出现问题. 

现设 Y + A ^ a + M ^ s /9+ M ， 按照模 M 剩余类的性质， 
+7 Wi(Wi € M ) ， 〆 =/3+ m 2(/ n 2 € A /) ，于是 

= a + m! = («! -f + a 2 (a, + w, 6 M,a 2 ^ M 1 )， 

^ = /? + m 2 = (/?! + m 2 ) + (/?i + m 2 6 M，/3 2 e M 丄）， 

故<^，沒'）=(« 2 ，/3 2 ) = (5，刃.这就证明7/似内的内积定义在逻辑上 
无矛盾. 
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现设 a =㈣ ㈣ ，而 、 

Vi = Vn + Vu (7n € M ， V n € M x ), 

V 2 ~ Vzi V 22 (?21 € 财， ?22 € M 丄）， 

那么 

«= &l(7ll + 7l2) + 々 2 (721 + 722) 

= (是 l 7 ll + ^2^21 ) + (是 l 7 l 2 + 是2?22)， 

这里 k ^ rj n -^- k z ri 2 l ^： M , k - l ri n + k 2 ri n ^ : M i -. ^ 

(是 l7l + ^2?2 *?) = ( a »?) = C^l7l2 ~H 是2?22,氏） 

= 走 l(7l2，/^2) + 是 2(722, 卢 2) 

= + k 2 m 

(因为 a = k x Tj 1 + k 2 V 2'>- 

利用 F 内的内积性质，我们有 _ 

( a ,^)= ( a 2 ,/? 2 ) =(卢 2 ， a 2 ) = (?»«). 

对 sev / A /， 有 

(, a , a ) = ( a 2 ， a 2 ) > 0， 

且 （5,5) M<==»a = a+A/=0 + A/= 

0. 

这样， V / M 关于所定义的内积成为酉空间. | 

评议此例把 V 的酉空间结构转移到商空间上，其中利用正交 
直和分解式 V = M © M - L . 从解题中可知，换用 V 的另外直和分解式 
V = M ㊉V ，用同样办法定义 V / M 的内积也有同样的结论，但这时 
VVA / 内积定义已发生变化. 

二、酉变换、正规变换和厄米特变换 

【内容提要】 

1. 西变换 

定义设（/是酉空间 V 内的一个线性变换，满足 
Wa , Up ) = («,/?) (对一切 
则称1/是一个酉变换. 

命题设 t / 是 n 维西空间 V 内的一个线性变换，则下列命題等 
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价： 

( i ) U 是一个酉 变换； 

( li ) 对任意 aeV ， 有 | f / a | = | a|j 

( iii ) U 把标准正交基变为标准正 交基； 

( iv ) U 在标准正交基下的矩阵是酉矩阵. 

2. 正规变换 

命题设是 n 维酉空间 V 中的两个线性变换，在 F 的一 
组标准正交基 e t , e 2 ,-, e , 下的矩阵分别是 A , B . 对任意都 
有（41/9) = («，忍沒）的充分必要条件是 B = A '. 

因此，对 V 内任一线性变换/!，满足 C 4 fl ，/?) = ( fl ， B/?)(V a ,/96 
V )的线性变换是存在唯一的，它称为4的共轭变换，记做 A ' 

我们有如下 事实： 

( i ) E'=E ； 

( ii ) ( A -)*= A , 

( iii ) iAB)-=B m A' ； 

( iv ) 

如果 a 是西变换，则 d 为西矩阵，无为 a •在此标准正交 
基下的矩阵，故 / T = A 一 1 . • 

定义《维酉空间 V 内一个线性变换 A 如与其共轭变换可交 
换： /1>^=^/1，則称/1为一个 正规变换. 

根据前面的分析可知，百变换是一种正规变换. 

命题 设 A 是 n 维酉空间 V 内的线性变换.如果 A / 是4的不 
变子空间，则为 A 的共轭变换 / T 的不变子空间. 

命题 设 A 是； I 维®空间 V 内的一个正规变换，而 A 是4的一 
个特征值，其对应特征向量为 f . 那么， f 是4•的属于特征值5的特 
征向量 

定理 1设 A 是;7维西空间 V 内的一个正规变换，则在 V 内存 
在一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵成对角形. 

3. 巵米特变换 

定义设 A 是®空间 V 内一个线性变换，且 /!• =4.则称 A 是 
一个 厄米特 (Hermite ) 变换. 
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定理 2设4是《维西空间 K 中的一个厄米特变换，则在 F 中 
存在一组标准正交基，使 A 在这组基下的矩阵是实对角矩阵. 

定义 设/是一个”阶复方阵.如果无=4,则称 Z 是一个厄 

米特矩阵. 

显然，面空间内一个线性变换 A 是厄米特变换的充分必要条件 
是：它在某一组标准正交基下的矩阵是厄米特矩阵.反之，任一厄米 
特矩阵也可以看做一个酉空间中某个厄米特变换在一组标准正交基 
下的 矩阵. 因为实对角矩阵为厄米特矩阵，故酉空间中一个线性变换 
如在一组标准正交基下的矩阵是实对角矩阵，它就是尼米特变换.于 
是从定理2 可得： 

推论 设4是 n 阶厄米特矩阵，則存在一个 n 阶西矩阵 C 7, 使 
是一个实对角矩阵. 

评议 现在来比较一下欧氏空间和西空间中与内积相联系的特 
殊线性 变换： 

(1) 正交变换与酉 变换： 定义都是 （ Afl ,4/?) = («,/?). 在标准正 
交基下矩阵分别是正交矩阵 （：T T = 7 T ' = £ ) 与酉矩阵 （ j ? t / = (/P 
=£) ，都有相同的四种等价说法.正交变换矩阵可准对角化，西变换 
矩阵可对角化. 

(2) 共轭 变换： 定义都是 （4«，/?〉= ( a ，/ T #). 在标准正交基下 
的矩阵分别是4，彳和 A , A '. 

(3) 正规 变换： 定义都是 A/T •丄在标准正交基下的矩阵 
分别满足与 A'A = AA '. 在欧氏空间内正规变换矩阵可 
准对角化，西空间内則可对角化. 

(4) 对称变换与厄米特 变换： 定义都是 Ua ，/?) = ( a ，/ l /?)， A/r 
= A . 在标准正交基下矩阵分别是实对称矩阵 （A = A ) 或厄米特矩阵 
(无 = A )， 它们的矩阵都可实对角化. 

从 上面列举出的主要事实可以看出两者是大同小异 ，从 在标准 
正交基下的矩阵来看，只是相差一个复共轭（对于实矩阵，则无不 
同）.另外，在欧氏空间内正交变换、正规变换矩阵只能准对角化，原 
因是它们特征多项式的根不全为实數.在酉空间内这个问題不存在， 
于是酉变换及酉空间的正规变换矩阵均可对角化.读者应熟练掌握 
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以上所述的 事实. 

例 3. 4 设4是》维酉空间 V 内的一个正规变换， M 是4的不 
变子空间.证明 A / 1 也是4的不变子空间. 

解 根据定理 1， A 的矩阵可对角化，根据第三章§4例 4. 8, 

在 M 内矩阵也可对角化，即 M 中存在一组基，基向量全是4 
的特征向量，按前面的命题，它们也是的特征向董，于是 M 也 
是4•的不变子空间.又按上面命题知 Mi 是 C 4 •广=4的不变子空 
间 .I 

评议在欧氏空间中，我们也对正规变换证明过同样的命题(见 
例 2. 〗2)，但当时证明要复杂得多，其原因是欧氏空间内正规变换的 
矩阵一般不能对角化，而这又源于它的特征多项式的根不全为实数. 
这个问题到复数域不存在，因而 A 的#征向 M 是 A •的特征向量（例 
2. 13是与此相关联的命题，但以矩阵形式出现），这使问题简单地解 
决.这就是在代数学中复数域较其他数域简单的原因. 

例 3. S 设 A 是《维酉空间 V 内的一个厄米特变换.证 明：对 
任意《€^，（如，《)是实数. 

解因为 A *= i 4, 故 （ Aa ， a ) = ( a ， i 4' a ) = ( a , Aa ) = ( Aa ， a )， 这 
说明 C 4«， a ) 是一个实数. | 

例 3. 6设 A 是《维酉空间 V 内的一个厄米特变换，如果对一 
切 aeV ，（ Aa ， a )>0, 则 A 称为半正定厄米特变换.如果对一切 
V , a ^ O 都有 Ma ， a )>0, 则4称为正定厄米特变换. 

(1) 证明厄米特变换半正定的充分必要条件是它的特征值均为 
非负实数. 

(2) 证明厄米特变换正定的充分必要条件是它的特征值全为正 
实数. 

解根据定理2,在 V 内存在一组标准正交基 £ l ， e 2 ，…，^，使 
/4£,.=入+£/，对任意 V ，设 

a = x,e, 工 2 6 2 + …+ x„e 讀， 


有 


(/ la , a )= ( 2工,永，2工卢>) 
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n n n 

= 2 ^,Kx l x j iE i ,e i ') = 

» = 1 )=1 1 = 1 

显然，对任意 a e V ，即对任意 x x ,x 2 > •••» X n 6 K 都有 (Aa, a )^0 
<==> A t ^0(* = l ,2» , ** ，”），而（4<»，00〉0(0^0)«=^人>0(1' = 1，2，".， 
«). I 

评议半正定厄米特变换在标准正交基下的矩阵称为半正定厄 
米特矩阵，它相当于半正定的实对称矩阵.正定厄米特变换在标准正 
交基下的矩阵称为正定厄米特矩阵，它则相当于正定实对称矩阵. 

例 3. 7设4是”维酉空间 V 内的可逆厄米特变换，证明 A 2 是 
正定厄米特变换. 

解按照定理2,在 V 内存在一组标准正交基 £ l ， e 2 ，…，，使 
Ae^A.e,, 因4可逆，故人关0,于是 A 2 e , = A?£,,BP A 2 的特征值全是正 
实数.另一方面， C 4 2 a , 沒)=(如，邱)=(«，4 2 /3)，这表示04 2 )*=^ 2 , 
故 A 2 也是厄米特变换.按例 3.6. A 2 是正定厄米特变换. | 

例 3. 8设 4是《维 酉空间 V 内一个正定厄米特变换.证明 V 
内存在唯一的正定厄米特变换 》， 使 A = B\ 

解 （1) 按定理2,在 V 内存在一组标准正交基 £1 ，£ 2 ,…， £„ ，使 
M = / U ， 又由例 3. 6知 ，人 >0(1 = 1，2,…， n ). 从线性变换的基本理 
论，我们可以定义 V 内一个线性变换 B ， 使 Be ^ vOTe ,, 因为在标 
准正交基…，匕下的矩阵是实对角矩阵，是一个厄米特矩阵， 
故 B 是一个厄米特变换.它的特征值 vO ：>0, 按例 3. 6知奴是正定 
厄米特变换. B l ti = A <€ j = Aej(t = 1,2, ••• ，?0，故5 2 = /4. 

(2) 现在证明 S 的唯一性.其证法与例 2. 11大致相同.设又有 
正定厄米特变换 的 ，使4 =珩，按定理 2 ，V 分解为 A 的特征子空间 
的直和 

㊉…㊉ 〜 

因^ =似，4艮= 艮 A ， 故每 个&为 的不变子空间， fl ， 故均为 

厄米特变换，其矩阵均可对角化，根据第三章§ 4例 4. 8， fl ,^ 限制 

在内矩阵也可对角化，即内存在一组基，全由 B 的特征向量组 

成.但在、.内有 fl 2 = A = A «£ ，因此 fl 的特征值全是(因正 

» 
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定，其特征值全为正实数），即在内， fi| Vi 同理 A | v< = 

于是6|' =艮|'(* = 1，2广，《)，由此立即推出 B = B X . I 

评议这是正定厄 i 特变换 4 的开平方问题，其唯一的平方根 
(限定在正定厄米特变换的范围内）记做 >/ X ， 其证明方法大致与欧 
氏空间中正定矩阵开平方的证法相同，只不过那里有时使用矩阵论 
的语言. 

在上面讨论中，把正定改为半正定，人>0改为 A «>0, 即可 证明： 
对任意半正定厄米特变换 A ， 存在唯一的半正定厄米特变换 B ， 使 <4 
= B 2 . 

例 3. 9设 為是 / z 维酉空间 V 内一个可逆线性变换.证明 
是正定厄米特变换.当4不可逆时， / I / T 是半正定厄米特变换. 

解对任意《，召 6 F ， 我们有(注意 C 4 T = M ) 

(, AA ' a ,^) = U ' a , A '/3) = ( o , AA *^), 

由此推知 ( AA •: T = A 4* ，故 A / T 是一个厄米特变换.对任 意《€7, 
因4可逆，故4•也可逆（它们在标准正交基下的矩阵互为共轭转 
置，均可逆).当«尹0时/ IX )，故 

( AA * a , a ) = ( A * a , A * a ) > 0, 

这说明 AA •是一个正定厄米特变换.当 A 不可逆时， （ AA *«， a ) = 
OTa ，^ a )>0, 故•半正定. | 

例 3. 10设/!，忍是 n 维酉空间 F 内两个正定厄米特变换，£7是 
V 内一个酉变换.如果4 = 或 t //?， 证明 A = B , U = E . 

解若 A = 则 A = A * = ( flt /)* = t /* B * 为酉变 

换 ， tr str 1 ， 故 a 2 = aa=buu b = b 2 . 现在 a,b 均为正定厄米特 
变换，由例3.8知4 =凡因4，忍为可逆线性变换，由 A = 推出 f / 
=£. 

若八=1/8,考査 4 2 = ^ A ， 可得同样结果. | 

例 3. 11设 A 是《维酉空间 V 内一个正定厄米特变换，则 / T 1 
也是 F 内正定厄米特变换. 

解按定理 2， F 内存在一组标准正交基 ei ， e 2 ，…， £-，使 4 e ,= 
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/ U ， 这里 A >>0, 于是在此组标准正交基下的矩阵为 

实对角矩阵，即为厄米特矩阵，故为厄米特变换，其特征值 
0,这表示 / T 1 是正定的. | 

例 3. 12设4 是”维 酉空间 V 内一个可逆线性变换.证明4 = 
6,1^ = 1742，其中 B „ B 2 为正定厄米特变换,1^,172为酉变换，且上 
述分解式是唯一的. 

解根据例 3. 9，/ L 4 •是正定厄米特变换，再由例 3. 8,存在正定 
厄米特变换衫，使4/1*=及 2 .由此得 ( ZTU ) OT 厂。二兄由例 3. 11， 
/ r 1 也是正定厄米特变换 • arVs / r 1 , 故上式可改写为 

= E . 

令1/= iT U ，则 E ，即 {/为 酉变换，且4 = flf /. 

再证上述分解式是唯一的.如果又有正定厄米特变换 C 和酉变 
换 r ， 使 A = CT •由 BU=CT 推出 C = BWT~ 1 ).T 是酉变换，则厂 1 及 
f / r _1 均为酉变换，从例 3. 10推出 C = B 及 l / r 一 1 = £，即 U = T . 

现在 / TA =4" or ) •是正定厄米特变换，故有正定厄米特变换 
^使 a ' a = b 2 . 于是 ori > r ) c 4 及 令 ab~ 1 =um u ' u = e , 
于是 t / 为酉变换，且同样，利用例 3. 10推出此分解式是唯 
一的 .I 

评议此例中给出的唯一分解式4 =忍£7或4=1/沒称为线性变 
换 A 的极分解式.它把一般线性变换分解为酉空间内两类与内积相 
联系的特殊线性变换的乘积，这可使一般线性变换的研究大大前进 
了一步. 

例 3. 13设4 是”维 酉空间 F 内一个线性变换，则存在 F 内 
半正定厄米特变换的 ， fi 2 和酉变换 R ， f / 2 ，使 
A = B l V l = U 2 B 2 , 

而 且艮， B 2 由 A 唯一决定. 

解例3.9已指出/1*/1是7内半正定厄米特变换.按定理 2 ，又 
内存在一组标准正交基…， e „ ，使 A " A ( e .) = Ai €,. 不妨设^>0 
G = l ，2, …， r )， 而 
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-i+i = K+z =…= < = 0. 

现在 

( i 4 e ,* i 4 ey ) = ( A * A £,»6^) = 人 ( e ,.， e )) = 人-咨". 

如令 7 i . = _ ^= A e ;« = l ，2, …， r )， 则 
V A , 

O ’ 六 H = 為 (一） 

= = K , O < «',>< r ). 

故 ％，7 2 ,…，％ 为 v 内一个两两正交单位向 M 组.把它扩充为 v 内 
一组标准正交基％ ，…， ％， 1 +1 ，…，7.，定义 V 内线性变换 ： 
l / e , = V > (:• = 1，2,…， n 〉， 

Brji = VX Vi (*• = 1，2,…， r)， 

Brjj — 0 () = r + 1，…， 《)， 

则 1/ 使标准正交基 e , ，&,•••,&变为标准正交基7,，公 ，…， 7-，故为酉 
变换.而》在标准正交基 m n 下的矩阵为实对角矩阵，且特 
征值均为非负实数，故为半正定厄米特变换.现在，当 i = r + l， …， n 
时 

( Ae ,, Ae ,)= ( i 4./ U ,-， e ,+) = ^,(£,,6,) = A , = 0, 

故 Ae , = 0. 于是 

Ae , = - s/lT Vi = Br /, = BVti U = 1 ， 2 ，…， r ) ， 

Aej = 0 = B - q , = BUtj (> = r + 1，•"， n ). 

由此推出 A = fit /， 因为 

AA '= (BimBUY 

= B ( UU m ) B ' = B 2 . 

由例 3.9, W 为半 正定. 已知为半正定，按例 3. 8后面的“评议” 
知由尤 T 唯一决定，从而由 A 唯一决定. 

对一线性变换 A ， 按上面推理，存在半正定厄米特变换 B 及酉变 
换 £/，使 4* = W /， 于是 A ^ iA'V =( BU )" = U ' B ' =U ' B . 现在 





仍为酉变换.这就是命题所要的第二种分解式.现在 r 4= 
G 8 t /)( tTfl ) = « 2 , 故 也由4唯一决定. ■ 

评议上面推理对 A 为可逆线性变换当然还是对的（此时 r = 
^)，故这是例 3. 12的第二种解法.如果4不是可逆的，则 r <« ，这时 
把％，…，％扩充为 V 的标准正交基的办法不唯一，从而上面分解式 
中的酉变换 t / 是不唯一确定的. 

例 3. 14设是 n 维酉空间 V 内的厄米特变换， A 正定, 
半正定.证明 F 内存在一组基，使 / U ? 在此组基下的矩阵成对角形， 
且主对角线上元素都是非负实数. 

解 根据例 3. 8,存在正定厄米特变换 A , ，半正定厄米特变换 
fl , ，使 = ，令 （ 7=4 】的 ，贝 ij C. 于是 

CC* = CA.B.HBxA^ = Af'MfUfM, = Ar 1 (AB)A l . 

根据例 3. 9， CC •是半正定厄米特变换.在 F 中取定一组标准正交基 
q ， e 2 ，…， e ,， 设 A,B,A l ,B l 在此组基下矩阵为 A ，仏鳥，汉，则 C :在 
此组基下矩阵为 C=A l B l ,C' 的矩阵则为于是有 A,B,B X A X = 
A,BA, =A； 1 (AB)Ai ，即与 U , B .) (氏浅）相似.但 CC •为半正 
定厄米特变换， F 中存在一组标准正交基 71 ，7 2 ，".，7»，使《^在此 
组基下为对角矩阵 D ， 且主对角线上元素为非负实数.设 （ 7l , 72 ，…， 
，…，这里卩为酉矩阵，于是 

U~\A x BOiB,A,)U = D. 

把上面结果代入，得 

U~\A~\AB)A l ')U = D, 

即 

iA x U)~\AB)iA x U) = D. 

若令 

(叫， 0 > 2 ，…， 0 >,) = ( ei ， e 2 , —,£,)^,( 7 , 

则在基叫 ，奶 ，…，叫下 A 沒的矩阵即成对角矩阵其主对角线上元 
素均为非负实数 .I 

评议此例中并未要求4，忍可交换，因而是较强的结果，其中 
巧妙地使用了 VT ， V ^"， 把 AS 转换成利用 cc •半 



带度量的线性空间 


正定得出所要的结果. 

练习埋 S . 3 

1. 证明 ：一个 《阶复方阵 C 7 是酉矩阵的充分必要条件是 ：它的 
行(或列）向量组构成酉空间 C " 的一组标准正交基. 

2. 在一个 n 维酉空间 F 内取定一组基 ei ， e 2 ，…， &，定义 G = 
( U ， e ,)〉. G 称为此组基的度量 矩阵. 

(1) 证明 G 可逆； 

(2) 证明 

(3) 若 a =( e】，.“，d y ?=(£ i ， …， e «) y ， 证明 

( a ,/9) = X ' GY . 

3. 证明： 酉变换的特征值的模等于 1. 

4. 在酉空间中证明不等式 

|a + y 3| < | a | + |^|. 

5. 在酉空间中定义两向量《，/3的距离为 

d(a ， 卩 ） = |a — 芦 |. 

证明： 

(1) 且 <i(a，/?) = 0«=^a=/?; 

(2) d (. a , fi ')= d (. fi , a') t 

(3) d (, a ,7)^ d (, a ^)+ d (.^7). 

6 . 设 t / 为 《 维 g 空间 f 内的一个酉变换，其全部特征值设为 
A , ，/1 2 ，…乂 . 证 明：忑，忑 ，…， X ■是 t /— 1 的全部特征值. 

7. 将一个复方阵分解为实部和虚部 

U = P + \Q 

(其中 P , Q 为实 n 阶方阵).证明 C 7 为酉矩阵的充分必要条 件是： 
P'Q 对称，且 P ' P + Q ' Q = E . 

8. 证明任一个二阶酉矩阵 [7 可分解为 

「 e iff i 0 Ircosp — sin95*| 「 e itf 3 0 ' 

u = . • • ， 

- 0 e ^2 JLsin^ cos<p JL 0 e 1 ^ J 

其中汐 i ，夕2,汐3,汐4,沪为 实数. 

9. 对酉空间的共轭变换证明如下关 系式： 
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( 1 ) E =Ei 

(2) U *)'= A , 

(3) U + B )*= A *+ B *. 

10. 设 A 是 n 维酉空间 V 内的一个线性变换.如果存在一个复 
系数多项式 /( A ) ， 使 A =/ CA ' ) ， 证明在 V 内存在一组标准正交基， 
使4在这组基下的矩阵成对角形. 

11. 设/1是《维酉空间 V 内的一个线性变换， A ’= — A . 证明： 
/4的非零特征值都是纯虚数. 

12. 设/!，《是72维酉空间 V 内的两个厄米特变换.证明是 
厄米特变换的充分必要条件是 AB = BA . 

13. 设是; 2 维酉空间 V 内的两个厄米特变换，证明 A 办+ 
和 i UB — fiA ) 也是厄米特变换. 

14. 设4是 n 维酉空间 F 内的线性变换.证 明： 如果4满足下 
列三个条件的任何两个，则它必满足全部三个 条件： 

(1) 4 为厄米特 变换； 

(2) A 为酉 变换； 

(3) A 2 = E . 



第六章线性变换的若尔当标准形 

§1若尔当标准形理论 

— 、若尔当形的定义 

【内容提要】 

形如 



的矩阵称为若尔 当块. 形如 



的准对角矩阵称为若 尔当形 矩阵. 

若尔当形矩阵 •/的 特征多项式为 
/( A ) = \ XE - J \= | A £ - J ,| | A £ - J 2 | — | A £ - J ,\ 

=(A — A ,)" 1 (A — A 2 )" 2 … （A — A ,)"*. 

评议线性代數最重要的成果就是证明：在复數域上《维线性 
空间 V 内，对任一线性变换 A 都存在一组基，使它在该组基下的矩 
阵成为若尔当形矩阵，而且除主对角线上若尔当块的排列次序外，这 
样的若尔当形矩阵是被4唯一决定的.早在1871年，若尔当已经得 
到这一结果，因而就以他的名字来称呼线性变换矩阵的这个标准形 
式.自那时以来一百多年时间内，这个结论已有许多种互相大不相同 
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的证明方法.但最为简单明了的是利用商空间和子空间直和分解的 
技巧，它集中体现了代数学各领域共用的方法，即利用子系统和商系 
统处理问題.这个方法前面已使用多次，然而这里最集中、最典型地 
反映了这个代数学的基本方法. 


二、幕零线性变换的若尔当标准形 


【内容提要】 

设 V 是数域 / C 上的《维线性空间是 V 内一个线性变换.如 
果存在正整数 m ， 使 4 m = 0, 則称4为一个幕零线性 变换. 对数域尺 
上一个 n 阶方阵 A ， 若存在正整數 m ， 使 /r = 0, 則称 d 为幕零矩阵. 
里然，幕零线性变换在任一组基下的矩阵都是幂零矩阵. 

对幂零线性变换/1及《€^4关0，存在最小正整数1使/1*一 1 « 
尹0,但.令 

1(a) = L(a ， Aa ， … ， 4* 一 1 a )， 


则 /( a ) 为/!的一个不变子空间，且 dimJ ( a )= t /( fl ) 称为由 a 生成 
的 A 的循环不变子空间 .在 JU ) 的基（称为循环基)…， 
下， A (限制在 /(«) 内）的矩阵为 


•0 1 ' 

0 ••• 0 

0 ••• 1 
. 0 - 


对 V 内一幂零殘性变换 A ，$ M ={ aeV |/ la =0}. 

命題1 设 5= a + M 为 r = V / Af 中一非聿元素，又设/(5)为 A 
在 F 内诱导变换的一个4维蚀环不变子空间，則 /( a ) 为 A 在 V 内一 
个是+ 1维蚀环不变子空间，即/00=以(*，如，."，片*«)且4*«€似. 

命题 2设4是数域尺上 n 维线性空间 V 内一幂零线性变换， 
则在 F 内存在一组基，使在该组基下/4的矩阵成若尔当形矩阵. 

评议先对幕零线性变换证明若尔当的结论，这是关键的一步. 
从循环不变子空间 K «) 内 A 的矩阵已成若尔当块来看，就可 明白： 
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只要把 V 分解为 A 的循环不变子空间的直和，目的即已达到.为了 
实现这个目标，使用商空间的技巧，即用自然映射 ？ 将问題转到商空 
间 V / M ， 利用数学归纳法，可假定 V / M 内命題已成立，再返回到 V 
中寻求所要的直和分解式，而上面命題1给出由返回到 V 的 
途径.整个解决问題的思路十分清晰. 

命題2的证明过程实际给出在 V 中找一组基，使4在该组基下 
的矩阵成若尔当形的具体计算方法.这是若尔当形理论的其他证明 
方法所未能给出的.令 

M = {a 6 V\Aa = 0}, 

只要在商空间 V = V/M 内找一组基，使 A 在 V 内的诱导变换在该 
组基下矩阵成若尔当形，再利用命題1就将 V 分解为 A 的循环不变 
子空间的直和，把各循环不变子空间的掮环基合并即得 V 内一组 
基，/!在此基下矩阵成若尔当形，具体计算步骤归纳如下. 

(1) 在 V 内找一组基 ，…， e ,， 求4在此组基下的矩阵儿求 
齐次线性方程组 AX = 0 的一个基础解系，由此得 M 的一组基％， 
7 2 ，".，7『，再把它护充为 V 的一组基 7,,—，7 r ，7 r + i » —*7-- 

(2) 将商空间 V = L (7 r +1 + M ，.”，7,+ A ^) 分解为 A 的循环不变 
子空间的 直和： 

V = 响） ㊉/(5 2 )㊉…㊉7(5 ,)， 

其中 5 f =« i + M ， dimJ (5,.)= A ,.(/ = l ，2, …， s 〉. 根据命題 l ，/( a ,.) 为 A 
在 V 内的 <+1 维榍环不变子 空间： 

/(a,) = Lh’/iav，/!*，.。,.）， 

其中4、€从，且，心 a 2 ，".， A *， a , 为 M 内线性无关向量组 

(3) 把上述 M 内线性无关向量组扩充为 M 的一 组基： 

A 、 ， A* 2 a 2 ，… , A k ' a t ， P '， P 2 ，." ，卩,， 

那么，我们有 

^ = /(«i) © /(« 2 )㊉…㊉ 八 A) ㊉ /( 式） ㊉…㊉ /(A ) ， 

即 V 分解为4的循环不变子空间的直和. 

上面所说的办法是把问題归结为维数较低的商空间 F 内的同 
一问題，因 F 维數较低，问題较易解决•当 dimP = l ，2,3 时很容易得 
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到解法.若 dimv 较大，則可对 y 重复上述办法，把问題归结到更低 
维的（ V )去处理. 

例 1.1 设且 d 是一个幂零矩阵.在紙 ( K ) 内定义 
线性变换 

TCX ) =AX - XA (V x e M n { K ). 

证明 r 是一个幂零线性变换. 

解设 w = o , 我们有 

r 2 ( X )= ^ ur ( X )) - t ( x)a 

= A 2 X - AXA - AXA 4 - XA 2 
. = A 2 X - 2 AXA 4 - XA 2 . 


在广 OO 的表达式中一般项为 aAXA 1 ， 其中 a 为一整数,当 
k ^2 m 时, s 与 f 中至少有一个因为4" = 0,故该项为0,由此知 
r 2 "( x )= o(v X € A /,(/ o )， 即 r 幂零.| 

设4是数域 K 上” 维线性空间 V 内一个线性变换.如果 A "- 1 
#0,但 A ” = 0, 则4称为一个循环幕零线性变换. 

例 1.2 设 A 是《维线性空间 V 内的一个幂零线性变换.如果 
A 有两个线性无关特征向量 a ，/?， 证明 A 不是循环幂零线性变换. 

解若 A 是循环幂零线性变换，则 V 内存 在向董 y ， 使 
o ，> ry = o , 而 

v = 厶 (y,Ay , …， 

因是 v 的一组基，设 

a = x 0 y + x x Ar + - + x n _ l A H - l 7, 

^ = y 0 y + + …+ y ^ A ^ r . 

因为幂零线性变换仅有一个特征值々 = 0,故知 4 a =0， A /?=0, 由上 
面两式得 

Aa = x 0 A7 + x x A z 7 H - h x n _ 2 A n ~ x 7 = 0, 

AP = y 0 AY + 々 A 2 / + … + y n . 2 A"- l 7 = 0. 

因为 Ay ，4 2 y ， …，- 1 y 线性无关，上式推出 

工 0 = 工 1 = … = x n _ z = 0 , 
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yo = yi = ••• = y.~2 = 0 . 

于是因特征向量非零，故 
关0,而 

yn - i a — ^ n-lP = 0, 

与4 线性无关矛盾.由此推知 A 非循环幂零线性变换. | 

评议此例表明，如果 A 是循环幂零的，则对>1的唯一特征值 
Ao = 0, 特征子空间是一维的. 

例 1.3 设 4 eM 2 (/ C ) .如果存在 尺），使 

证明 d 是一个幂零矩阵. 

解设4=(〜).因为 

a u 4- a 22 = tr ( i 4) = tr(.AB — BA ) 

= tr ( AB ) — tr ( BA ) — 0. 

又 

A 2 = A 2 B - ABA = ( A 2 B - BA 2 ) + ( BA 2 - ABA ) 

= ( A 2 B - BA 2 ) + C ( BA)A - A ( BA )), 

故 

a n + a h + 2 a l 2 a 21 = tr ( A 2 ) 

= tr ( A 2 B - BA 2 ) + tr ((. BA)A - A (. BA )) 

= 0. 

因为 a u + a 22 = 0, 两边平方得4+4 + 2^^022 = 0,代入上式得 
2( a 12 a 21 — ail a 22 ) = 0, 由此推出丨=0•于是4的特征多项式为 
/( A ) = | A £ - = A 2 - tr ( A ) A + \A \ = A 2 . 

现在利用第三章§ 4例 4. 15的结论，知 / G 4) = A 2 = 0, 即4为幂零 
矩阵 .I 

评议根据第三章§4例4.15,只需证4的特征多项式 /( A ) = 
A 2 . 一个二阶方阵 A 的特征多项式为 

/( A ) = A 2 - trU ) A + \ A \, 

所以本例需要证明 trU )=|> l |=0. 这里利用了矩阵迹的对称性质， 
得到一个重要 事实： t r C 4 B __ e > l ) = 0, 从这里导出了本例的结论. 

例 1.4 设了是数域尺上的 n 阶方阵.在 M »00 内定义线性变 





换 如下: 


7(X) = TXT (V x e 

( 1 ) 若 了 是幂零矩阵，证明 r 是幂零线性 变换； 

(2) 令 1_ |，在 M 2 (X) 内找一组基，使 7 在该组基 

Lo 0J 

下的矩阵成若尔 当形； 

(3) 若 r 为幂零线性变换，证明了为幂零矩阵. 

解显然有 r *= cr *) u *). 

( 1 ) 若: r 为幂零矩阵，设 :r*=o, 由上式得 r”=o. 

(2) 我们有 



这表示 

r£ n =五 22 ， TE 22 = 0， 五12 = 0，. TE n = 0. 

因此，在 m 2 (/ o 的一组基的矩阵成如下若尔当 
形 

■0 0 0 0 " 

„ 0 0 0 0 
J == • 

0 0 0 1 

■0 0 0 0- 

(3) 设 r™=o .令: r "=4=( a ,p， 则有 

T m (,X) = A'XA = 0 (V x =(:,')) e 狀(尺））. 

于是 

n n 

2 2〜工《〜 = o (i <*»><«>. 

*=i /-i 

取 X = £„ ，则当 _;• = * •时，由上式推出4 = 0,故 a„. = 0, 这里5 = 1， 
2,1 = 1,2, -,n. 因此，有 r-=A = 0, 即: T 为幂零矩阵. | 

例 1. S 设4是数域 K 上四维线性空间 F 内的线性变换，在V 
的一组基 ^,e 2 ,e 3 ,e A 下矩阵为 
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于是商空间 V/M 的一组基为 e 2 = e 2 +M 9 e A =e A +M. 

(3) 在 F / M 求一组基，使诱导变换矩阵成若尔当形.但现在 
dimM =2. 若诱导变换非零，只要找泛 = a + A /， 使 Aa = A ( a + M')=Aa 
+ M 尹0,那么，因 dimV/M = 2,故必有•<4 2 5 = 0,于是 L (. a , Aa ) = 
V / M . 即诱导变换 A 在 V/M 的基下成若尔当形.按命题1， 
/(«) = LO ，/ U ，4 2 a ) 即为4在 V 内一个三维循环不变子空间，且 
A 2 < M •因 dimV = 4, 故只要在 M 中找一向量/?,使 A 2 a ， l 3 为 M 的 
一组基，则4在基 ^, A 2 a , Aa,a 下的矩阵即为若尔当形.因为 
Ae 2 = + 7e 2 + 3e 3 + 4e< 

= 6^2 + + (3^1 + 右2 + + 3^3)， 

而 Sq+Q+q + SesGM ， 故 

Ae z = 6e 2 + 3e 4 ^ 0. 

因 dimWM=2, 此时诱导变换 Y = 0, 故必 A\ = 0. 即可取 a=e 2 . 

现在 Kf 2 ) = L(g 2 ,4f 2 )S V/M 内一循环不变子空间 . 从命题 1 
知 /(e 2 )=LU 2 ,4e 2 ,4 2 e 2 ) 为 A 在 V 内一 ■ 个三维循环不变子 空间： 

i4e 2 = 3^1 + 7e 2 + 3右3 + 4e” 

A z e 2 = 6Ae 2 + 3A£ 4 


= 3(3e! + e 2 + 3e 3 + e 4 ). 

现在 e 2 ，/ U 2 ， A 2 e 2 是 K 内一个线性无关向量组，又知 A 2 e 2 eM . 3(3^ 
+ e 2 + 3 e 3 +0 是 Af 内一非零向量(注意 ei ， e 2 ， e 3 山为 V 的一组基）， 
dimM =2, 故再添加 e 3 € A / 即为 M 的一组基.根据命题2的证明知 
在 V 的一组基 e 3 ， A 2 e 2 ， Ae 2 ， e 2 下 A 的矩阵成为如下若尔当形矩阵： 

"0 0 0 0 * 

J= ° ° 1 ° . | 

0 0 0 1 

-0 0 0 0 - 

上面已经求出从基 £ i ， e 2 ， e 3 ， e « 到基 e 3 yA 2 e 2， Ae 2 , e z 的过渡矩阵 
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故 T ~ X AT = J . 

此例介绍了找 V 内一组基，使幂零线性变换矩阵成若尔当形的 
一般方法.如 V / M 维数仍较高，则可对 F / M 再使用商空间的技巧， 
仿照上述办法办理. 

练习题 6. 1 

1. 在尺 ox 内定义线性 变换： 

Dx * = kx k ~ l (是 = 1，2,…， ” 一 1)， D 1 = 0. 

证明 D 是一个循环幂零线性变换，并求它的一组循环基. 

2. 设 A 是 n 维线性空间 r 内的一个循环幂零线性变换，€,，•••， 
是它的一组循环基，试求4的全部不变子空间. 

3. 设4 4是《维线性空间 F 内的两个幂零线性变换，且 = 
flA ， 证明 A + B 也是 V 内的幂零线性变换. 

4. 设 A 是《维线性空间 V 内的幂零线性变换，证明 kE + Mk ^ 
0) 可逆，并求其逆. 

5. 设 A 是》维线性空间 V 内的一个幂零线性变换，在某一组基 
下矩阵成若尔当标准形 



证明： 4的特征值 Ao = 0 对应的特征子空间的维数等于 

6.设4是数域尺上四维线性空间 V 内的线性变换，在基 £ l , e 2 , 
e 3 ， e 4 下的矩阵为 
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证明 A 是一个幂零线性变换，并在 V 内求一组基，使 A 在该组基下 
矩阵成若尔当形. 

§2 —般线性变换的若尔当标准形 

一、 一般线性变换的若尔当标准形 
【内容提要】 

命題 设4是; I 维线性空间 F 内的一个线性变换， Ac 是 A 的一 
个特征值.令 fl = A - Ao 五，又设 

A /, = Ker (5'), M = Im ( B '), 

这里 * = 0,1,2,-. 則存在正整数 h 使 V = M * ㊉ 从，且为 
B 的不变子空间为幕零线性变换.又有 M *= M * +1 = M * +2 = -, 
N t =N k+1 =N t+ 2=—. 

定理 1设4是数域 K 上 n 维线性空间 V 内的一个线性变换. 
如果 A 的特征多项式的根全属于尺，那么在 V 中存在一组基，使 A 
在这组基下的矩阵成为如下若尔当形： 



而且除了主对角线上若尔当块的排列次序可以变化之外，若尔当形 
是由 A 唯一决定的. 

定理 2设>1是数域尺上的 n 阶方阵，如果4的特征多项式的 
根全属于尺，則 A 在尺上相似于如下若尔当形 矩阵： 
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Jx 

0 1 


["■ 1 0 1 

J 2 


， Ji = 

A, 

•• 1 

0 

’• 


0 J 


而且除了主对角线上若尔当块的排列次序可以不同外， ■/由 4唯一 
决定 .•/ 称为 A 的若尔当标准形. 

命题 设 A 是数 域尺上 n 维线性空间 V 内的一个线性变换，其 
特征多项式的根全属于/：，又设•/是4的任一若尔当标准形.则对 
A 的任一特征值 々，2 dimA //— dimM , +1 — dimA /,-, 等于 •/ 中以々为特 
征值且阶为/的若尔当块的个数. 

推论 设线性变换 A 在某一组基下矩阵为 A ， 又设 Ac 为 A 的任 
一特征值，令 — Ao £， 則 A 的若尔当标准形 《/( 如果存在的话）中 
以 Ac 为特征值的 Z 阶若尔当块个数为 

rCB l+1 ) +r (犮- 1 ) - 2r (犮) • 

评议此段使用空间分解为子空间直和的方法，即对线性变换 
= A — Ao 五的方幕的核与像臬进行讨论得到分解式 V = M „® N k , 
M *， W * 为 A , B 的不变子空间且 fl | Ml 为幕零线性变换.这样，利用 
§ 1的结果和数学归纳法，立即得到本幸的主要结果定理1和定理 
2 . 

在一般数域上，/!的特征多项式的根可能不全在该数域内，因此 
未必有若尔当形存在.但在复数域上线性空间内，此结果都成立.另 
外，由于可以对基重新排列，所以若尔当形主对角线上若尔当块的次 
序可以任意排列. 

二、若尔当标准形的计算方法 

【内容提要】 

设在 n 维线性空间 V 内给定线性变换为求出 A 的若尔当标 
准形（假设存在），可按如下步骤进行 计算： 

(1) 先求 A 在 V 的一组基£,,£ 2 , •••,£„ 下的矩阵 

(2) 求出 A 的全部不同特征值七，义 2 ，."，人（伋设都属子數域 

K); 

(3) 对每个入，令 5=4— 入£，由公式 
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r ( B /+1 ) + rCS 1 - 1 ) - 2 r (_ B 0 

计算 出以入 为特征值，阶为/的若尔当块个数.为此，令/ = 1，2，.“， 
逐次计算.从4的若尔当形 •/ 的特征多项式容易 看出： 以人为特征 
值的若尔当块阶数之和等于特 征值人 的重数，由此即可知道是否已 
经找出全部 以人为 特征值的若尔 当块； 

(4) 将所获得的若尔当块按任意次序排列成准对角形即为 
所求. 

如果要求的是矩阵的若尔当标准形，則第一个步驟可以省去. 


例 2.1 求矩阵 


'2 6 

- 15" 

4=11 

- 5 

.1 2 

- 6. 

的若尔当标准形. 


解分以下几步 计算： 


(1) 矩阵 A 的特征多项式为 


2 — 6 

15 

\ XE - A \= 一 1 A — 1 

5 = U +1) 3 

一 1 一2 

A +6 

它只有一个特征值一 1( 三重 根). 



(2) A , = - l . 4- B = A - X l E = A + E . 



r ( fi ) = l ， 以 A , = - l 为特征值的一阶若尔当块个数为 

r ( B 2 ) + r ( B °) - 2 r ( B ) = 0 + 3- 2 = 1, 

而以 A , = - l 为特征值的二阶若尔当块个数为 

r ( B 3 ) 4- r ( B ) - 2 r ( B 2 ) = 0 + l - 2 X 0= l . 

上面两个若尔当块阶数之和为3,等于々的重数，因而不再存在以 A 
为特征值的其他若尔当块. 

(3) 因 A 没有其他特征值，故 A 的若尔当标准形为 
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例 2. 2设 a 是非零复数，试求 Clrz 阶方阵 


的若尔当标准形. 

解 先求其特征多项式 


/( A ) = \ XE - A \ 


0 0 


0 A 


/( A ) 有 n 个不同的复根 a e " 06 = 0，1，2 ,…, n — 1) .故4相似于对角 
矩阵 


2ts 

( e , = e "). 


例 2. 3设〜 2 ，七 3 ，为非零复数，求 C 上方阵 
°12 …1 


的若尔当标准形. 

解设 c 上”维线性空间 V 内一线性变换 A 在基 ei ， e 2 ，…，£„ 
下的矩阵为儿令 B = A — 则 B 的特征多项式为 A "， 故 B 为幂零 
线性变换.我们有 
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fie* = 2 a '* € '- 
«-=1 

故 

n = «i2 e i ^ o. 

因机= 0,故 fi " e , = 0, 从 § 1 知 ，… , Be n , e n MB 的一组 

循环基，在此组基下的矩阵是 



从而 A = 的若尔当标准形为 W +丄 | 

评议本例若按规范法计算各方幂的秩稍嫌烦琐, 
故改用线性空间的语言，利用§ 1找 i ? 的一组循环基，从而较简捷地 
得出答案. 

例 2. 4给定复数域 上；! 阶方阵 



设 A 为 正整数 ，求，的若尔当标 准形. 

解 •/ 的特征多项式/( ( 0=|仏一7|=》"，故 > 7为幂零线性变 
换，夕当然也是•当々>/ 1 时，= 0,故设 l < yfe < n .现设 C 上 n 维线性 
空间 V 内线性变换4在 F 的一组基 下的矩 阵为丄 那么 /!£*=£*_! a 
>2) ,Ae 1 = 0. 现设 n =^+ r (0< r < ife ). 我们有 

A*(e.) = e,_*, i4*(e,_*) = e ,_ a ，…， 

im ) = ( n 龙 = 0( 当 r 〉 0 时）. 

10，若 r = 0， 

又对我们有 
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因此，，的若尔当形是 


-•-) = e ,-2i-. * 
,» 若广> i ， 

其他. 


A 0 

D 2 

0 ... 


_ fg + 1» 若 r > 0, 

0= b , 若 r = 0. 

当 K / Cifc 时， 

= (? + 1. 若 》■ < r ， 

' 若 i > r . 

评议此例因为情况稍复杂，用矩阵乘法难说清，故改用线性空 
间的语言较为清晰. 

例 2. S 证明：在复数域内任意 n 阶方阵 A 与 W 相似. 

解设 /( A )= |仏一4丨，而丨>1£ — A '| = |( A £- A ) ，卜 U £ 
一 A | ，故4与的特征多项式相同，因而特征值相同.对它们的一 
个特征值 Ac ， 令 B ^ A - XoE ^^ A '- AoE . 对任意正整数 kAB') k = 
CB k Y . 因此， r (( 及 )*)= r (( B * V )= r ( B *) •在 A 的若尔当形中以 ； U 
为特征值的/阶若尔当块的个数为 r ( fi ,+1 )+ r ( B / - 1 )-2 r ( fi i ) = 
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r (( B ，） m )+ r (( B ， 广 它恰为，的若尔当形中以々 
为特征值的/阶若尔当块的个数.因此， d 与有相同的若尔当标 
准形，由此知 A 与 W 相似. ■ 

评议在第三章§3的例 3. 11曾证明若尔当块•/与 J ' 相似.当 
时只使用了线性变换矩阵的基本概念.如使用此结果，结合 d 相似 
于若尔当形矩阵，可以给这个命题以第二种证法. 

例 2. 6设 V 是数域尺上的 n 维线性空间， A 是 V 内的一个线 
性变换.设 A 的特征多项式的根全属尺，对4的任一特征值 A ， 定义 
{«€ V | 存在正整数々，使 04 — A £)* a = 0}. 

显然，是 V 的子空间，称为属于特征值 A 的根子空间.设 A , ，々，•••， 
々是4的全部互不相同的特征值. 证明： 

(1) 均为>1的不变子空间且 A 在内只有唯一特征值\ « 

(2) V = ㊉V 〜 ㊉ … ㊉ V 、 ； 

(3) 在内存在一组基，使在此组基下的矩阵成若尔当 
形，把这些基合并成 V 的一组基，则/4在此组基下矩阵成若尔当形， 
dimVA 等于>1的特征多项式 /( A ) 中根人 的重数. 

解 对4的任一特征值 A ，4 fl = A _ A £， 

Mi = Kerfii, N { = Imfi'. 

前面的命题已指出，存在正整数 I 使 V = M * ㊉ 从 ，这里 M k ， N k 均为 
A 的不变子空间，且 

Af 0 = {0} £ Af ! = V* Q M z Q … Q M* = A/*+i = •••. 

(1) 对任意存在正整数/，使妒 a = 0, 故 aeMQM *. 反 
之，若则炉 a = 0, 即这说明 M t = V \ 故为4的不 
变子 空间. 现设 /la：=AQ ■，则 fia = C 4 — AE ) a =0, 故，于是 A 
是 a b 的特征值.如果^是 a iv* 的一个特征值，设 ^ ev x 是一个对 
应的特征向量，则 A ^= fxP . 于是 

(A - XE)p = Ap - 卿 = (fi - A)jS, 

(A - A£) 2 ^ = (^-A)(A- A£)^ = (^ - A ) 2 #， 


8*^= (A - A£)*/3 = Cm - A)*y9. 
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因 故 #；8=0,但芦关0,于是 fx = X . 

在本节一的第一个命题中已指出 

V = M* ㊉ M W ㊉ 

现 A 不是4 的特征值.因为若有况，使 A /3 = A /?， 则 B 卜 
C 4- A £)#=0, 于是而/?古0,这与 M t + N t 为直和矛盾. 

(2) 现对 A 的互不相同的特征值的个数 r •作数学归纳法 .r = l ， 
在分解式^ =私 ㊉ iV * 中，若7^#{0}，因为 A 的特征多项式的根全 
属尺，故必有特征值 //. 前面已指出//关七，但现在凫只有一个 
特征值 A , ，矛 盾. 因而 N *= {0} ，即命题 (2) 得证.现设 A 有 r 
一1 个互不相同特征值时命题 (2) 成立，则当4有 r 个互不相同特征 
值时•令《 = /!-々£，则 V = A /*® A ^ = 1^®7 V *. 设 

和的特征多项式分别是 g ( A ) 和 AU 〉， 则4特征多项式 /( A ) = 
gU ) h (, X ). (1) 中已指出冽《 4 只有唯一特征值 A ，故茗 ( A ) = u - Ay ， 
这里 e = dhnM *. 前面又已指出， A |~ 内特征值均不等于々，于是 A ( A ) 
的全部互不相同的特征值 C 4 的全部互不相同特征值去掉 A ) 为 A 2 , 
々，…，々.按归纳假设，有 

爪= V 、 ㊉ … ㊉V 、 

于是 

F ㊉; V* = P ㊉ P ㊉…㊉ 

(3) 上面命题已指出 = A — 人£:在内为幂零线性变换，按 
§ 1的命题知内存在一组基，使汉在此组基下矩阵成若尔当形 
•/, , 故 A = fl ,+ M 在此基下成若尔当形 J ,+ A «£ :.又因为直和， 
把这些基合并即为 V 的一组基，在此基下 A 的矩阵即成若尔当形 . 4 

的特征多项式为& ( A ) = ( A — 人 户 ，这里 e , = dimV \ 而 A 的特征 
多项式为 

/( A ) =幻 （ A ) 心 （ A )." gv ( A ) = (A - A ,)**( A - 毛广 … （A — A ,)*% 

故 dimV 〜 = e ,=/( A ) 的根人.的重数 . I 

评议显然有 K «={ aeV |(/ l - A £)« = 0) d ^， 即特征子空间 
包含在根子空间中.如 A 的矩阵可对角化，在第三章§ 4已指出，有 
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对任意有 

a = a】 + a 2 + …+ a r = a + 0 + ... + 0 (a, 6 Vx. £ V 〜). 

因为 i ] F A ' 为直和，表法唯一，故 a 2 = … = ar =0, a = ai 6 h . 这表明 
1-1 

\= V \ 同理有&= 〆 •• 

在上面我们已有了计算线性变换 A 的若尔当标准形的方法，现 
在来指出如何在 V 内找出一组基，使4在该组基下的矩阵成若尔当 
形.本例中指出，只要在每个根子 空间 〆 •内找出一组基，使 A | 〆 ,在. 
该组基下矩阵成若尔当形就可以了.现令 = A _ A _+£. 设4 的以人 
为特征值的若尔当块的最高阶数为九，那么疚限制在内（为幂零 
线性变换)的若尔当块的最髙阶数也是九，故 
v x ' = {a e V\B*-a = 0}, 

即为线性变换皮•的特征值为0的特征子空间（因为我们已计算 
出4的若尔当形，故 A 为已知数），易于计算出它的一组基.因为 fl, 
限制在 •内为 幂零线性变换，在§ 1的二中已指出如何找出的一 
组基，使在此基下矩阵成若尔当形 J ,， 此时在此基下矩阵为 
若尔当 形入丑 +«/,. 

例 2. 7设/!是数域尺上《维线性空间 V 内的线性变换 . M 为 
A 的一个不变子空间.如果 A U 及4在 V / M 内诱导变换的矩阵均 
相似于若尔当形矩阵，证明 V 内存在一组基，使在该组基下的矩阵 
成若尔当形矩阵.如果在 M 的一组基下 A |„的矩阵成如下若尔当 
形： 



在 V / M 的一组基下诱导变换4的矩阵成如下若尔 当形: 



且 A 与叉无公共特征值.试求4在 y 内的若尔当标准形. 
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解设 a 的特征多项式为 / a ), A |« 的特征多项式为 g a),A 
在 V / M 诱导变换的特征多项式为 A ( A ). 在第三章§4中已指出 
/( A )=^( A ) A ( A )， 现在的矩阵在 M 的一组基下成若尔当形，故 
g ( A ) 的全部互不相同的根 A !， A 2 , —, A , 全属尺 . A 在 V / M 的诱导变 
换在 V / M 的一组基下矩阵成若尔当形，故 / KA ) 全部互不相同的根 
片 ，内，… ，片全属 A ： ，故 /( A ) 的根全属按定理1 ， A 在 V 的某一组 
基下的矩阵成若尔当形. 

如果人关巧，则由例 2. 6的 （2) 知 

V = V 、 ㊉…㊉0 ■㊉… @ y' 

在 M 内，对4 也有直和分解式 

Af = •㊉ A/ 、 ㊉…㊉ M x, . 

显然因为人不是 MA ) 的根，所以由例 2. 6的 （3) 知 dimA ^ 
=人在 g ( A ) 中的重数=人在 /( A ) 中的重数 = dimF 〜，由此推知 il /' 
=\^.令/^=1^©—©1^，则 V = M ® N . 由例 2. 6的 （3), 在每个 
〜取定一组基，合并为 V 的一组基，使/!在该组基下的矩阵为 
若尔当形，的若尔当形已知为，，设 AU 的若尔当形为 I )，则 A 
在所取定基下的若尔当形为 



从第三章§ 2的例 2. 13知， W 中上面取定的基（由每个中取 
定的基合并而成)在自然映射下映射为 V / M 的一组基，诱导变换在 
此组基下的矩阵仍为若尔当形 D . 由于诱导变换4的若尔当形是唯 
一的，故可取 D = J Z . 于是4的若尔当形矩阵为 

J - 卜 0 1 I 

J_ Lo Jj' 1 

评议这是线性空间分解为根子空间直和的一个应用.当使用 
线性空间的语言来处理问题时，它是一件利器.只要4的特征多项 
式根全属数域尺，这样的分解式都是存在的，所以它具有相当的普 
遍性. 

例 2. 8设 F 是《维酉空间 ( n >3). 4是 F 内一个线性变换.证 
明 A 是厄来特变换的充分必要条 件是： 对4的任意二维不变子空间 
M ， 在 M 内必存在一组标准正交基，使4|«在该组基下的矩阵成实 
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对角矩阵. 

解必要性 如果4是厄米特变换，则 A 限制在它的任意二维 
不变子空间 Af 内仍为厄米特变换.因而 M 内存在一组标准正交基， 
使 A U 在该组基下矩阵成实对角矩阵. 

充分性 （1) V 是 C 上线性空间，按定理 1， V 内存在一组基，使 
A 在该组基下矩阵成若尔当形.如果4的若尔当形中有一若尔当块 
阶数>1，这表示 A 有一不变子空间 W ， 在 W 内存在一组基 ei ， e 2 , 
…，心，使 A | w 在此组基下矩阵是这个若尔当块 
A 1 - 

Ao 1 0 

Ac . 

0 1 
Ao _ 

令 M = L ( e ” e 2 )， 則 Ae t = + ei ， Ae i = A 0 e 1 . 故 Af 为 A 的二维不变 
子空间.按题中条件， M 中存在标准正交基 使 A Vl = A 1 r, 1 ,AVz 
= A 2?2 . 但4 U 在基 q ， e 2 下的矩阵为 

Lo Ao」’ 

故/!在 M 内只有一个特征值々，于是义 1 =々=^0.对\^ a € M,a = 

工 i?i + x 2 V 2 yA.a = x ^ Arj l + x 2 At } 2 = ^\Vi + 工2% = A 0 ( j ： i 7 i + x 2 y 2 )= 

AqO . 由此推知： Aq = = ^ o e 2+^ i ， 这推出 £i = 0, 矛盾.故 A 的若尔 
当形中若尔当块全是一阶的，是一个对角矩阵.按第三章§ 4, V 可分 
解为4的特征子空间的 直和： 

V = h ㊉V 、 ㊉…㊉ 

(2) 任取 ae'je M = Ua , p).Aa 

= ； U，M = A #. 因 人关 A , ，/的属于不同特征值的特征向 M 线性无 
关，故 M 是/1的二维不变子空间 . 4 U 在这组基下的矩阵为 

°1 
- 0 A )- 

按题中条件, M 内存在一组标准正交基％,72,使 AU 在此基下矩阵 
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为实对角矩阵，对角矩阵是若尔当形矩阵，根据若尔当形的唯一性， 
义|«在基％，％下的矩阵还应当是■/，于是 A ■，七 为实数，且4% = 
切1， Ar / 2 = XjTf 2 . 

设 a = Xi7i + x 2 r ] 2 . Aa = x ^ AtJi + x 2 Arj 2 = x ^ rj ^ + x z Xjr / 2 = A,a = 
工1 切 1+ 工 2 人 .?2. 由此推出工2切2=工2切2,即工2(义广人 )72 = 0 .因 A^A)， 
这推出 x 2 = 0, 故 a = x 1 r / i . 同理知 p = y 2 ”2 ，于是 （a ，= (myjO 

= 工1力（71，72) = 0. 

上面的推理说明4的特征子空间 VyVy …，两两正交，且 
A，A 2 ，…，总都是 实数. 在每个V,,中取定一组标准正交基，合并后成 
V 的一组标准正交基，4在这组基下的矩阵为实对角矩阵，从而是厄 
米特矩阵.这说明 A 是厄米特变换. | 

评议这是把酉空间理论和若尔当形理论结合起来.酉空间是 
C 上线性空间，若尔当形理论在它里面都能使用.第一步先利用若 
尔当块的结构证明其若尔当形必为对角矩阵，从而V分解为 A 的特 
征子空间的直和》第二步是利用所给的条件证明特征子空间两两正 
交，这就找到了需要的一组标准正交基. 

例 2. 9给定数域 K 上的 m 阶方阵4和《阶方阵忍，满足 A 2 = 
0，B 2 =0. 又设 C , DeM m . AK ).^ 


F = 


'A 

.0 


9 


TA 


G = 


L 0 


D ~ 

B . 


如果 r(F)=r(G)=r(A)+r(5)，rG4C+CB) =r(AD+Z)S〉 ，证明 
F，G 在尺内相似.举例 证明： 有可能 rMC+CB) 关 rG4D+Z^)， 此 
时 F 与 G 不相似. 


解 因为 A z = 0，fi 2 = 0, 故均为幂零矩阵，其若尔当形中 
若尔当块最高为二阶.现设它们的若尔当形为 怂， 即 

「A 


Tr'AT, = 


-0 


Ji 


0 


A 


A 」 
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于是有 

_ 「7 T 1 0 IrA cirr , o]_「a t ; 1 ct 2 - 
1 - L o do fiJL o t 2 1~ o b , - 


— prr 1 o IrA Dirr , o i _ r ^, t ^ dt 2 - 
Gl — L o t 2 _1 JLo b 」 Lo L o b 1 J* 

A 与 F 相似, G 与 G 相似，只需证 F , 与 G , 相似. 

根据第一章 § 3 的五，矩阵左乘、右乘满秩方阵其秩不变，故有 
r (/ ^ i ) = r ( F ) = r (^4) + r (. B ) = r ( i 4,) + r ( B ,) = r + 5， 
r ( G ,) = r ( G ) = r ( A ) + r ( B ) = r ( A ,) + r ( B ,). 

又设 TpCTfGTT ' DTeD , 那么 

A X C + CB X = ( T ： l AT ,)( TT l CT 2 ) + iT ： l CT 2 ')(. T - l BT 2 ) 

= T~\AC + CB ) T Z , 

A.D + m ^ ( T ； 1 AT 1 ')( T ； l DT 2 ') + { T ； l DT 2 )( T ； l BT 2 ) 

= T；\AD + £> B ) T 2 . 

故有 

rCA ^ + CB ：)= r(AC + CB ) = r(AD + DB ) 

= t (^ A\D + DB \). 

因此，我们不妨直接设 



再将 C 分块 如下: 
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■c, C 2 - 
■C 3 C 4 - 


c n c \z 

C 2l C 22 


此时 F 表示成 

J i 0 C, C 2 " 

0 0 C 3 C 4 

F = . 

0 0 J 2 0 

.0 0 0 0 . 

当 A = 0 或 B =0 时，我们有 ACB = ADB =0. 下面设 A ^0, B ^ 

0. 

在 A 的第 l ，3，*"，2 r — l 行有一个1，利用它们经初等列变换把 
其右边所有元素消为 0, J 2 的第2,4, -.25 列有一个1，利用它们经 
初等行变换把其上边所有元素消为 0. 如此可把化为 
「0 0 0 0 ". 0 01 


0 

0 

0 

0 

… 0 

C 2\ 

0 

C 23 

0 

… C 2 2s - 1 

0 

0 

0 

0 

… o 

(41 

0 

^43 

0 

… ^4 2,-1 

• 

0 

0 

0 

0 

… 0 

C 2rl 

0 

C 2r3 

0 

… c 2r2s-l 


如果 c 21 尹0,利用它经初等行、列变换可把 F 的第2行所有其他 
元素化为0, 第； 72 + 1列所有其他元素化为 0. 如此则立得 r ( F )> 
rUO + rC / 2 )= r C 4)+ r CB )， 与題设矛盾.故必 c 21 = 0. 同理，必有 
c 2i2y-i = 0 ( 纟 = 1 ，2,… ， r ;_/= l ，2, …， 5). 于是可进一步写成如下分 
块 形式： 

■ M n M 12 M u - 
M Z1 M 2Z — ^2. _ f * * 1 


* * " 

0 * 


C,= 


M rl M rz 
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现在 


于是 


J \ C\J 2 : 


AAf.jA = 

_0 

-0 

T 1 

oJL o 

m. 

nro r 
JLo 0 . 


■0 

叫 「0 

r 


，o o' 


-0 

o」Lo 

0- 


-0 0- 


_A 


0 


~Mn 

Ai 

fu ••• 

—— 

A 



^21 

M 22 … 


0 


A- 


M rl 


U - 






A 


0 

A 」 

—AMuA D x M n D x 
DiM 2l Di D l M 22 Di 


LAM rl A AM r2 D, 

利用这结果，我们有 

ACB - 

同理，由 r ( G )= rG 4)+ r ( fi ) 也推出 ADB = 0. 
现在 


D x M,,Dx 

D i M Zl D l 

D,M n D,_ 


0. 


V ,( 

)1 TQ 

c 2 - 

• J 2 O ' 

一 Wz 0" 

-0 ( 

) JLc 3 

C 4 . 

-0 0- 

. 0 0- 


0. 


F 2 


.0 

.0 


AC + CB ' 
0 ■ 


G 2 


0 AD + DB ~\ 
■0 0 


F 3 = 

'0 

ACB ~ 

= 0， G 3 = 

■0 ADB m 


■0 

0 - ' 


Lo o - 


= 0 , 


故 F ， G 均为幂零矩阵，有唯一特征值 A = 0 .而 r ( F )= r ( G ), r ( F 2 ) 
= rUC + Cfi )= r (/ lD + Z ) fi )= r ( G 2 ), r ( F 3 )= r ( G 3 ) = 0. 
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P ， G 的若尔当 形中： 

—阶若尔当块个数为 

r(F°) 4- r(F 2 ) - 2r(F) = r(G°) 4- r(G 2 ) — r(G )； 

二阶若尔当块个数为 

r(F) 4- r(F 3 ) - 2r(F 2 ) = r(G) + r(G 3 ) - 2r(G 2 )； 

三阶若尔当块个数为 

r(F 2 ) + r(F*) - 2r(F 3 ) = r(G 2 ) + r(G 4 ) - 2r(G 3 ), 

四阶以上若尔当块个数均为 0. 

因此， F ， G 的若尔当形相同，即 F 与 G 相似. 

现考査 


^ 門， 

Lo J 」 Lo «/」 


•o r 

， E = 

•1 O' 

■0 0- 


.0 1.' 


F 已为若尔当形.而 


U 0 J ， 


G 3 = 0, 


G 的若尔当形中一阶若尔当块个数为 

r ( G °) + r ( G z ) - 2 r ( G ) = 4 + 1 - 2 X 2 = 1； 

而二阶若尔当块个数为 

r ( G ) + r ( G 3 ) — 2 r ( G 2 ) = 2 + 0 — 2 X 1 = 0； 

三阶若尔当块个数为 

r ( G 2 ) + r ( G 4 ) - 2 r ( G 3 ) = 1 + 0 - 0 = 1， 

故 G 的若尔当形为 

'0 0 0 0 ' 

0 0 10 
0 0 0 1 ' 

-0 0 0 0 - 

与 F 的若尔当形不同，从而 F 与 G 不相似.其原因是，现在 r ( F ) = 

但 AC+CS = 0, 而 AD + DB 
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= 2 •/关 0. | 

评议此例的关键在于由 r ( iO = r ( A )+ rCB ) 推出 = 0 .在 
第一章§ 3的例 3. 16中已讨论过分块矩阵 

'A C' 

.0 B. 

的秩和 rC 4)， r (5) 的关系，这里实际上是把该处的讨论细化，利用 
A,B 的若尔当形得出所需的结果. 

例 2. 10在复数域内任意《阶方阵 Z 可以表示为两个对称矩 
阵的乘积，且其中必有一个为可逆对称矩阵. 

解根据定理2,存在可逆矩阵： T ， 使 



由上式得 4 = (7^) W . 

从第三章§ 3的例 3. 11,存在可逆矩阵: T , 使 J ,' = rr 1 j , T I (« = 
1，2, … ，是） .令 



则 •/' ，代入上面式子，得 

A'= (T'^S^JST' = (T')~ l S~ l CT~ 1 AT)ST , 

= (.TSTT l A(TST') = B- l AB, 

其中 B = TST'. 因每个了,是对称可逆的，所以 S 是对称可逆的，而 
B' =TS'T' = T 5 r = fi ，故 B 是对称的.又因均可逆，因而5 
也可逆.令则 

C'= A'CBT 1 = A'B~ l = 

= B~ l A = C . 
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7.设 A 是数域尺上 n 维线性空间 V 内一个线性变换，在 F 的 
一组基 q ， e 2 , …，£«下的矩阵为 



试在 V 内找一组基，使4在该组基下的矩阵成为若尔当形. 

§ 3最小多项式 

一、 线性变换和矩阵的化零多项式 
【内容提要 I 

定义 设4是数域尺上 w 维线性空间 V 内的线性变换，又设 
gCx ) 是 K 上一个多项式，使容(/4) = 0,則称名(工）是 A 的一个化零多 
项式.对尺上 n 阶方阵儿若 gM ) = 0, 则称 〆 •!）是方阵4的一个 
化零多项式. 

命题 给定数域 K •上的若尔当块矩阵 



又设 是 K 上一个 m 次多项式.則 g ( x ) 是 J 的化零多项式的充 
分必要条件是々是的一个零点，且其重数></的阶 
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哈密 顿一凯 莱定理 设4是数域 A ： 上的；1阶方阵，/(/0 = 
为4的特征多项式，則 /( A ) = 0. 

评议在1857年，凯菜首先对二、三阶矩阵 Z 指出了 一个重要 
事实： 设 / U ) 是 A 的特征多项式，則 /( A ) = 0.20 年之后，弗罗贝尼 
乌斯对一般情况证明了这个定理.若尔当形理论的另一种研讨方法， 
就是利用这个定理作为理论的出发点的. 

矩阵 A 的特征多项式为 / U )= | A £ — 3丨，或许会由此得出 
/04)=|/1£—/1丨=0.这种证明方法是错误的.因为 | A £— 是行列 
式记号，它表示此行列式的元素是 AE - A 的元素，在矩阵 AE-A 
中， A 代表数，不能以4代入，因为矩阵中的元素不能是矩阵. 

二、线性变换和矩阵的最小多项式 


设 A 是数域尺上的 n 阶方阵的首项系數为1的最低次化零 
多项式称为 A 的最 小多项式. 因此 ，如果 fix ') 是 A 的最小多项式， 
那么： 

1) ?< x ) 系数属于數域尺； 

2) 9<: r ) 的首项系数为1; 

3) < p (. A ) = Oi 

4) 若又有尺上扑零多项式 〆 工），使尽 04) = 0, 則尽 Or ) 的次数 
的次数 • 

命题设 A 是数域尺上 的；！ 阶方阵 ./! 的特征多项式 /( A ) = 
丨在 C 内全部互不相同的特征值为在 C 内的 
若尔当标准形</中以人为特征值的若尔当块的最高阶数为/,，則 Z 
(在尺内）的最小多项式是唯一的，它就是 

< pOc 、 = Cr — AtViCr — 又 2 )、… Cr — 

数域尺上 n 维线 性空间 K 内一个线性变换 A 在 F 的一组基下 
的矩阵设为 A , H '\ A 的最小多项式称为线性变换4的最小多项式. 
线性变换在不同基下的矩阵彼此相似，相似矩阵有相同的若尔当标 
准形，按上面命題也就有相同的最小多项式.所以上述线性变换最小 
多项式的定义在逻辑上无矛盾. 

一个矩阵 A 在 C 内相似于对角矩阵的充分必要条件是它的若 
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尔当标准形中若尔当块都是一阶的，按照上面的命題，这等价于 4 
的最小多项式无重根.如果 一个线 性变换（或矩阵）的最小多项式无 
重根，则它称为半单纯线性变换（或矩阵）. 

命题 设 A 是数域尺上 n 维线性空间 V 内一个线性变换，如果 
A 的特征多项式的根全属數域則4的矩阵可对角化的充分必要 
条件是 A 的最小多项式无重根. 

评议线性变换和矩阵的最小多项式是研究线性变换和矩阵的 
基本工具.上面的命題已 指出： 最小多项式有无重根反映了线性变 
换矩阵能否对角化.进一步讨论若尔当标准形时，最小多项式起重要 
作用（但本书未用这种办法来讨论若尔当标准形理论）. 

例 3.1 求下列矩阵的最小多 项式： 

' 4 -5 7] _ 1 

A = 1 — 4 9 , B = 

4 0 5」 , 

L — 1 

解 A 在 c 内的若尔当标准形为 

■10 0 ■ 

J = 0 2 + 3 i 0 
.0 0 2 - 3 i - 

/( A )= 有三个不同根々=1，4 = 2+314 = 2-31，它们对应 

的若尔当块都是一阶的，故 A 的最小多项式 

f < x )= Cr _ l)Cr — 2 — 3 i)Cr — 2 + 3 i ) 

=(x — lXx 2 — 4 x 4 - 13). 

B 在 C 内的若尔当标准形为 


0 3 
0 13 
1 3 
0 8 . 


1 0 0 O' 
0 110 
0 0 11 
-0 0 0 1 - 


/( A )=| A £— 只有一个根 A 1= = l ， 它对应的若尔当块的最高阶数为 
3,故 B 的最小多项式为 fCc ) = ( x — I ) 3 . | 

例 3. 2令 



线性变換的若尔当标准形 



在数域 K 上线性空间 M «( iO 内定义线性变换 
AX = JX OC e MAK )) ， 

试求4的最小多项式. 

解在 M / A ：) 内取基 {£, 7 U ,_/=1，2, 根据第一章§ 3的 
例 3. 1 是把 X 每行向上平移一行，故有 

A(E^=E H _ lit ^ =£„_ 21 .,… ， A(E^ = E u , 

A(,E U ~) = 0 (i = 1，2,…，”). 

因此4是一幂零线性变换，有 n 个循环不变子空间 

/(£„) = L(E u ， E 2i ，…， EJ (t = 1 ， 2 广 .，《). 

A 在基 E „ ，£ 21 ，•.•，£”】，£ 12 ，£ 22 ,•••，£, 2 ,•••，£!„，五扣’-^五明下的矩阵 
成若尔当形 



根据上面的命题,4的最小多项式是 〆 /0= Y . I 

评议此例充分使用了第一章§3的例 3.1 所指出的,/在矩阵 
乘法中的特性，这是矩阵技巧的一个简单例子. 

例 3. 3给定数域 K 上的 m 阶方阵阶方阵 B ， 设它们的最 
小多项式分别是 

?<A) = (A - A!)*.(A- A 2 )**...(A- Ay .， 

^(A) = (A — — /i 2 )*2 … （A — f^Y'. 

试求 IS 的最小多项式. 

解在复数域内存在可逆矩阵乃，: T 2 ，使 TT i AT l ^ J „ T ^ BT i 




- Jz 为若尔当形，则 


'T~ l 

0 - 

P 4 °M Ti 

0 ' 

Vj 0 ■ 

. 0 

T~\ 

LO BJL 0 

7V = 

• 0 J 2 - 


也是若尔当形•设 Ai ， A 2 ，…， 人 ，片 ，玲，… ，并 中全部互不相同的复数 
是奶，势，…，只，设 入 一巩在 9< A ) 和 0( A ) 中出现的最高方幂是的，按上 
面的命题，它是在々，入中以 f , 为特征值的若尔当块的最高阶数，因 

此按同一命题，的最小多项式应为 
- 0 B - 

(义一 w) r, —势/ 2 … （A — < PkY k . I 

评议此题的结果 显示： 准对角矩阵的最小多项式是 

• 0 

主对角线上小块方阵 A , B 的最小多项式 ？>( A ) 和 0( A ) 的最小公倍 
数. 这个结果显然可以推广到一般准对角矩阵. 

例 3. 4设数域尺上 n 维线性空间 V 内的线性变换 A 在基 ei , 
e 2 ，…，下的矩阵为 



求4的最小多项式. 

解根据例 3. 3,只要分别求 B ， C 的最小多项式 ？< A ) 与 中 O ). 

B 只有一个特征值 X ^ B - X . E 为幂零矩阵，它的若尔当形中若 
尔当块的最高阶数显然等于使 (B —的最小正整数令 
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根据例 3. 3,只要分别求 


B = 

■cos 奶 

— sin<f\' 

, C = 

•cos 矜 

— sin^_ 


-sin<f\ 

COS 扔- 


-sin^% 

cos<P2. 


的最小多项式〆 A)，^(A). 

因为 A 2 有特征值，所以 B \ C 2 中至少有一个有实特征值.设妒 
有实特征值， 


它的特征多项式为 


B 2 


cos2fi 
.sin2 识 


— sin 2 ft " 
cos 2^ - 


A 2 _ 2cos2^A + 1. 

其判别式 一4sin»0 时才有实根，故必 = f 或 I' k (因已知 妁关 
k). 这表示 


它们的特征多项式都是 A z +1， 有两个复根士 i， 因而在复数域 C 内有 
二阶可逆方阵乃，使 


™ = Lo -J 

为对角矩阵，主对角线上是两个特征值不同的一阶若尔当块，故其最 
小多项式为 (A_i)(A+i) = A 2 + l. 注意 



它没有实特征值，而 A 3 有特征值，故必 C 3 有实特征值， 

C 3 = [ cos3 ^ — sin3 势1 
Lsin3% cos3%」- 

同理，它的特征多项式有实根时，其判别式一 4sin 2 3 仍>0,此时势= 
士 f 或土(已知 ( Pi ^ kn ). 现在 C 的特征多项式 A 2 —2cos?%A+l 有 
两个复根 cos 钤士 isin9% = e ±! ^，BP £j = e’ (是=1， 2) 或 e!=ef ‘， e 2 = 
e^， 故 C 在复数域内也相似于二阶对角矩阵，主对角线上元素分别 
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为 £ i ，£ 2 ,按上面命题知 C 的最小多项式为 

( A - £ l )( A -&) = A 2 土 A + 1. 

综合以上结果知4的最小多项式为 ( A 2 —1) U 2 士 A +1). | 


练习理 6. 3 


1. 如果矩阵 A 的特征多项式和最小多项式相同，问 A 的若当 
标准形（在复数域内考虑问题)具有什么特点？ 

2. 求零矩阵和单位矩阵的最小多项式. 

3. 求下列矩阵的最小多项式 


(1) 1 

■3 1 

0 2 

-r 

0 

5 (2) 

- 4 

一5 

-2 2" 

7 -5 


-1 1 

1」 


-一 6 

7 -4 - 



4. 如果矩阵 Z 的最小多项式为 A _ a ，求九 

5. 求下面矩阵的最小多 项式： 





第七章一元多项式环 


§1 一元多项式环的基本理论 

一、一元多项式的槪念 
【内容提要】 

定 义设尺是一个數域，: C 是一个不定元.下面的形式表达式 
/(■ r ) = a 。 + a x x 4- a 2 x z + ••• + a n x n + — 

(其中 办， 4，^ 2 ，… 属于尺，且仅有有限个不是 0) 称为数域尺上一个 

不定元: r 的一元多项式. 

数域尺上一个不定元 x 的多项式的全体所成的集合记做 

在/：[工]内定义加法、乘法如下， 

加法 设 

fix ') = a 0 + a x x 4- a 2 x 2 + — , 

君 ( x ) = b 0 + b x x + b 2 x 2 + —, 

則定义 

/( 工 ）+ g ( x ) = (a 0 + b 0 ) + (ai + 6j)x + (a 2 + b z ) x z + •••. 
/ Cr )+ 尽 Or ) 称为 / Or ) 与 《( x ) 的和； 

乘法设 

fix ') = a 0 + a x x + a 2 x z + 
gix ) = b 0 + b x x + b 2 x z + …. 

令 

c k = aobk + 十 ajt) k -z + + 。山 0 (k = 0，1，2，•••）. 

定义 

/(j：)g-(x) = Co + C X X 4 - C 2 X 2 + —, 

/ Cr ) 发 (; r ) 称为 /( x ) 与贫( 1 )的 乘积. 
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容易验证，上面定义的加法、乘法满足如下运算法则： 

1) 加法有结合律，即 

/(工）+ (茗(工）+ ACr )) = (. fix ') + g (, x )) + h (. x)i 

2) 令 0(: r ) = 0 + 0 x + 0 j : 2 + …，則对任给的 /(•!) 6 / C [ j ：]， 有 
/( x ) + 0 U )=/( x )，0( x ) 称为零 多项式 ，简记为0; 

3) 任给 /(:^二和+〜工+七:^ + …， 令 一 /(•!) = — ao + C—aOx 
+ (— a 2 ): r 2 + “ •，則 /( x ) + (—/( x )) = 0 j 

4) 加法有交换律，即 fix ') +^( x ) = g (. x ~) + fix ')； 

5) 乘法有结合律，即 /( x )(^( x ) A ( x )) = (/( ar )^( x )) A ( x ), 

6) 有 / U ) = l + 0: c +0 x 2 + ."， 使 V /(尤）€尺[>]，有/(；1：)/(工） 
=/( a :)， J (: c ) 简记为 1» 

7) 乘法有交换#，即 f (, x ) g (, x )= g (. x ) f (. x ); 

8) 加法与乘法有分配律，即 

/( x )(^( x ) + A ( x )) = f (. x ) g ( x ) -f f ( x ) h (, x ). 

尺0]连同上面定义的加法与乘法，称为数域 K 上的一 元多项 
式环. 

评议从本幸开始，我们进入一个新的研究领域 ：一元 多项式 
环，它与前面讨论过的数域、线性空间、矩阵、线性变换完全不同，所 
讨论的课題也大不相同. 

在历史上，因为研究一元代数方程，自然把方程左端当做一个变 
元 x 的函数，解代数方程变成找自变量 x 的值，使*数值为0,这样， 
多项式自然进入代数学的研究领域.从解代數方程的角度看，多项式 
自然应该当作函数看待，多项式的加法、乘法 就是* 数的加法、乘法. 
在荊面几幸我们涉及多项式时，也是把它们当作函数看待的. 

自从伽罗瓦的工作问世之后，人们发现，停留在数及其代數运算 
的范围内是无法解决代數方程的理论课題的.于是代数学的研究范 
围摆脱了数的限制，进入一般代数系统的研究领域.代數方程不再是 
代数学的核心研究课題.因此，多项式 也从* 数的领域解脱出来，工 
不再当作“自变量”，而只当作描述多项式的记号，并改称为“不定 
元”.多项式的加法、乘法也从函数的加法、来法解脱，重新按其系數 
来定义，这是现在研究多项式和以前的根本不同点.当然，在某些情 
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况下我们也重新把多项式当函数看，但大多數情况不是如此. 

读者很容易发现，多项式环内的加法、乘法和数域内的加法、乘 
法所满足的运算法則只有一项不相同，即对一个非零多项式 fix ), 
一般不存在多项式 〆 工），使 〆 x )/( x ) = l . 正是因为这“撤小”的差 
别，使两者的理论课題和研讨的结果完全不同.实际上，一元多项式 
环跟全体整数所成的集合 Z 内的加法、乘法才真正类似. 

在矩阵理论中，矩阵的秩、方阵的迹和行列式这些數值有重要的 
作用.在多项式理论中也有类似的情旯.给定一个非零多项式 
/O) = a 0 x H 4- a〆 -1 + …+ a, (fl。 # 0) ， 
n 称为 /Gr) 的次数，记做 deg/(x),a 0 称首项系数， a, 称常数项.对 
于两个非聿多项式 / U ), 发 U )， 下列事实是基 本的： 

( 1 ) deg (/ ( x ) g ( x )) = deg /( x ) ~ hdegg ( j：)f 

(2) /G:) 容 (x) 的首项系数 =/(x) 的首项系数 X^G：) 的首项系 

数； 

(3) /(x) 《(: r) 的常数项=/(^：)的常数项 X^(x) 的常数项 . • 
线性空间的理论是以向量组线性相关与线性无关这个基本概念 

为基石建立起 来的. 多项式环的理论則是以次数>1的多项式没有 
逆元素这一基本事实为出发点建立起来的. 


二、整除理论 


【内容提要】 

定义 给定 /( x ),^( x )6 X [ x ],/( x )^ 0 . 若存在一 9 ( 工） 
6 尺 [ 工]， 使 g (.x) = q (x) f (.x) , 則称 /( x ) 整除 g(x )， 记做 fix') I 
《 U) ， /Oc) 称为 gOc ) 的因式 ，〆 : r ) 称为 /( x ) 的倍式 .若 f(x) 不能 
整除 〆 X )， 則记做 / Cr ) \gf.x'). 

命题 设 / Cc)， 发 (x)eX[x]，/(a :)^0. 則存在唯一的 g ( x )， 
r (: r )€ K [ x ]， 使 

g(.x) = 9( 工 )/( 工 ） + r(x), 

其中 rOr ) = 0 或 degr ( x )< deg /( x ). 此命题称为尺[工]内的带余除 
法. 

1) 如果 /( X )， 容 Or ) 不全为 0, 设 尹 0 .若 
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dix ') \ f (, x '), dix ') |容(工）， 則称 d ( x 、 为 /( X )，容 ( x ) 的一个 公因式 .如 
果 dOr ) 还满足如下 条件： 

( i ) </0 r ) 是首一多项式; 

(ii) 对 /(x )， 发 (or) 的任一公因式 A(x )， 必有 A(x)MU )， 

则称 Ax ) 为 / Or ), 发 ( x ) 的最大公因式 ，记做 （/( x ) 4 ( x )). 

如果 (/ Or )， g ( x )) = l ， 則称 / Cr ) 与 客(工) 互素. 

2) 如果 /(工），发（工） 均不为0,设有 讲（工）€尺[>]，使/(工）| 
mix ') , g (. x ) | mOc )， 則 m ( or ) 称为 / Cr ) aCx ) 的公 倍式. 如果 m ( x ) 还 
满足如下 条件： 

( i ) mCr ) 是首一多项式（此时当然 m ( x )^0) » 

(ii) 对 fix ') ，发 (x) 的任一公倍式 wi(x ) ， 有 w ( jt ) |wiCr ) ， 

則 mCr ) 称为 /( x ) 与发 U ) 的最小公倍式 ，记做 [/( x )， 贫(工 )]. 

评议每一门科学都有它独有的研究对象.他们大多是在各种 
实际问題的推动下产生和发展起来的.在历史上，代数学长时间研究 
的是代数方程特别是一元代数方程的解法.在这过程中自然会提出 
将一个多项式/(工）分解成两个低次多项式 贫 ( x ) 和 A ( x ) 之积： /( x ) 
=^( x ) A (: r ) 的要求，因为这样一来， /( x ) = 0 就变成两个低次代数 
方程 〆 x ) = 0 和 A ( x ) = 0. 特别是，人们早就提出了“综合除法”，即 
用一次多项 4 式 x - a 去除多项式 /( x ) : 

/(:)== qC . x ' X.x — a ) + /( a ). 

那么， a 是 /( x ) = 0 的根的充分必要条件是: r — a 整除 / U ), 方程求 
根问題被纳入多项式整除理论之中. 

在现代，代数方程求根问題已经不是研讨的中心课題，但由于 
尺|>]内不存在除法运算而产生的整除理论仍然成为多项式理论的 
核心问題.其中特别重要的是上面指出的带余除法，许多问题用它得 
以顺利破解. 

三、理想的基本概念 
【内容提要】 

定义设/为尺 o ] 的一个非空子集.如果下面条件 满足： 

(i) 若 yXx) ， 及 COGJ ， 則 /Cr )— 裒 
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( ii ) 若 fix) G /, IP ] 对任意 g(x) € AM ，有 ^( x )/( x )€/, 

则称 J 为尺 O ] 的一个理想. 

{0} 和尺 [ x ] 显然都是理想，称为平凡理想，其他理想称为非平 
凡理想. {0} 又称为零理想. 

对任意 /( x ) e 尺 O ], 定义 

(/(X)) = {«Cr)/Cr) |«( 工 ）6 K{x}) , 

则 （/ O )) 显然是尺 [X] 的一个理想，称为由 /(X) 生成的主理想.易 
知（0) = {0}为零理想，而对尺内任意非零數 a (为任意零次多项式）， 
U ) = / CO ]. 当 deg /( x)^=l 时， （/( x )) 为非平凡理想. 

命题设/是尺 [>] 的一个非零理想，則存在尺 O ] 内的首一多 
项式/( I )，使 /=(/ Cr )). 

对尺 [>] 内两个理想，我们有如下事实： 

1 ) /, n / 2 仍为尺 [ 工 ] 的理想，称为 a 与/ 2 的交； 

2〉令 

/i + / 2 = {/u) + ^u)i/u) e h,gu) e h), 

则 /,+/ 2 也是尺[>]的一个理想，称为与 / 2 的和. 

命题设/(工）， 发 （: c ) 是尺|>]内两个不全为0的多项式，令 
(/(工））+ (发 ( x )) = W (: c ))， 其中 rf ( x ) 为首一多项式，則 
d(x) = (/(x),^(j:)). 

推论1设 fix) ’g(x) 是 尺 [ x ] 内两个不全为0的多项式 ,dU) 
= (.fix') ，多 Oc ))， 則存在 ttCr )， v ( ar )€ 尺 [: c ]， 使 

m(x)/(x) + v(.x)g(x) = d(.x). 

注意由 a (_ r )/(_ r )+ t ;(: c ) 发 (• r )= i /( 1 r ) 不能反过来断言 d(x) 
= (.fix') ,g(a:)). 

推论2设 /( x )< U ) 是尺 [>] 内两个不全为0的多项式，则下 
列命題 等价： 

( i ) /( x ) 与 容 ( ar ) 互素; 

( ii ) 存在 ttOc >， t »(; c 〉 eiC |>]， 使 

«( x )/( x ) + v(x)g(x) = 1； 

( iii ) (/(x)) + (g(j：))=K[xJ. 

推论 3 设 /( x ) ,g(x) ，/ i(x)€K[xJ ，并且 /( x ) 关 0. 如果 f(x) 
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| 《(xM ( X ) 且 (/( i ) ，君(工） > = 1，則 /( x ) | A ( x ). 

评议前面已经一再指出，研究代数系统的子系统和商系统是 
代数学的基本方法.在一元多项式环尺 O ] 内也不例外，理想就是 
尺 [ X ] 的子系统，在尺[>]的研讨中起着基本的作用.例如，可以利用 
它给出两个多项式最大公因式和最小公倍式的明显表达法，由此又 
得出了在整除理论中甚为重要的三个推论.特别重要的是尺|>]内 
的理想都由一个多项式的倍数来组成，这使许多问題大大地简单化， 
而这又得益于尺 O ] 内有带余除法. 

理想在 K \_ x ~] 内的地位大致相当于子空间在线性空间中的地 
位•在第三幸§ 2研究了子空间的交与和，这里同样也研究理想的交 
与和的概念并同样发挥了重要作用. 

尺[>]的商系统留到抽象代数课程中去讨论. 

四、因式分解理论 

【内容提要】 

定义设 /> Cr ) 是尺 [ x ] 内一多项式， deg /»( x )> l , 如果/ >( x ) 在 
尺1>]内的因式仅有零次多项式及 a />( j ：)， 这里尺， a 关0,则称 
Mx ) 是 K [: r ] 内的一个 不可约多项式 ，否則称其为 可约多项式. 

定理 （因 式分解唯一定理） 设 尺是一 个數域，给定多项式 

/(工）= a 0 x n + a〆 -1 + …+ ( a , 6 K , a 0 ^ 0), 

则 / Cr ) 可以分解为 

/(•r) = ao/^Cr^^Cr)** … /» r Cr> 〜(^, > 0,t = 1,2,… ， r), 
其中 P 汄 X )，…， 尺|>]内首项系數为1且两两不同的不可约 
多项式.而且，除了不可约多项式的排列次序外，上面的分解式是由 
/( X ) 唯一决定的 • 上面分解式称为 /( X )的索因式标准分解式 • 

在/(工）的素因式标准分解式中，不可约多项式 AU ) 的方幂 A 
称为 /»,(工）的重数. 

定义设 /(工）=«。/ + < 2 1 1- 1 + -+0- 1 丈+4€尺[>]，定义 

/’（ x ) = na 0 x H ~ l + (« — Dap * -2 + …+ a „_, 6尺[工]， 

称 / Or ) 为 /( x ) 的一 阶形式微商. 

命题 设 /( x )€ 尺 [>]. 如果 KO ] 内的不可约多项式/»(工）是 
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/( X ) 的々重因式，則 /)( x ) 是尸 Cc ) 的 k - l 重因式. 

如果 x — a 是 / Or ) 的々重因式，则称 a 是 /( x ) 的々 重零点 （或是 
重根) .当 k >\ 时，称为 /( o :) 的 重根. 

命题 设 /( x ) e 尺! >]， a € C . fl 是 / U ) 的 A 重零点的充分必 
要条件是/ <<> («)=0(*=0，1，."，4-1>，但/ < * > 0|)#0. 

评议如果多项式 /(x)= 《 (x)A(:r )， 那么对 发 Cr) 和 Mx) 继续 
分解，每次分解后多项式因式的次数都降低了，经有限次分解必然到 
了终点，不能再分解.不能再分解的多项式（注意要求其次数 >1) 就 
是不可约多项式.一个多项式总能分解为不可约多项式的连乘积，这 
在直观上应当是明显的.所以读者要有一个清晰的直观认识，不要被 
逻辑推理模糊了这种 认识. 多项式的因式分解唯一定理是 K |>] 内 
整除理论的核心，而不可约多项式是其基石.显然，一次多项式都是 
不可约多项式.尺 Dr] 内有无次数大于一的不可约多项式，这是數域 
K 的一个重要性质.读者要注意，说一个多项式可约或不可约，一定 
要说明是在那个数域内，否則无意义.例如多项式工 2 +1，在实数域 
内是不可约的，但在复数域内，: c 2 + l = (x+i)Or_i )， 就成了可约多 
项式了. 

在讨论多项式因式分解时，我们并未将多项式当做函数看，因式 
分解完全是以前面定义的多项式乘法为基础的•但若不可约多项式 
x-a 整除 /Or) 时，則 a 是代数方程 /(x) = 0 的根 .x-a 在 /(x) 的 
素因式标准分解式中的重数称为 a 作为该方程根的重数•这是把一 
般理论返回来应用于方程理论. 

多项式现在并不看做函数，自然没有数学分析中的微商（在一般 
數域 K 内也没有极限的概念）.多项式的形式微商只是在形式上错 
用数学分析中多项 式的撖 商公式而已. 

例 1. 1设 /(x) ，发 (:r) ， A(_r) 是尺 Qx] 内三个多项式，且(/(工）， 
容 Cr)) = l ， (/( 工），办 ( 0 ：)) = 1 ，证明 (/ 0 | ： ) ，客 ( ： 1 ： ) 方 (《)) = 1. 

解 因 （/ Or )， 发 ( x )) = l ， 故存在 “ 1 (工），巧( 1 )€尺|>]，使 

Ml/ + V x g = 1. 

又因 ( fix ) ，/ i(x) ) = 1 ， 故存在 u 2 (, x ) , v 2 ( x ) e 尺 Dr] ， 使 
u 2 f 4 - v 2 h = 1. 
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两式相乘得 

(« 1 « 2 / +• « 2 ^ 1 ^ + u ^ v 2 h')f + (. ViVz^gh = 1. 

上式推出(/，劝 ）=1. I 

例 1.2 给定 /( x ) = : r 3 — 31 2 +以一 lex [: C ]， 试确定 f 的值使 
/( x ) 有重根. 

解 设 ae C 是 /( x ) 的 e 重根，则 x - a 在 CO ] 内是 
/( x ) 的 e 重因式，于是 x - a 在 C Dc ] 内为尸 ( x ) 的 e - l > l 重因式， 
即 : c — ci 为 /( x ) 与尸 ( x ) 的公因式，从而 a 是 / Or ) ，尸 (: r ) 的公共根. 
因 

fix ) = +(工 — 1)尸(工）+ — 3)(2: + 1). 

若 < = 3•则 /( x ) 的根都是 /( x ) 的根，此时尸 （ x ) = 3( x -1) 2 ,1 
是 /' (: c ) 的二重根，从而是 / Or ) 的三重根，实际上此时 
fix ) = ( x - I ) 3 . 

若 /关 3. 设 a 是 /( x ) 与/ (: c ) 的公共根，代入上面式子推出 a = 
-+，又由尸(一含 ) =0推出 r =- j . 经验算 一 y 确为 / W 的根， 

实际上此时/(>2：) = (：1：— 4)(: c + + ). 

故 f = 3 或 一 ^时， / G :) 有重根. ■ 

评议若』是 /( x ) 在 C 内的重根（未必在 K 内），则^为/(0：) 
与 f ( x ) 的公共根，如做带余除法 

/( I ) = q (. x)f ( x ) + r (: r )， 

则 r ( a ) = 0, 由此推出 f 与^的可能值，然后代入验算是否尸 ( a ) = 0, 
如是，则符合要求.这里要注意两点： （1) 由 r ( a 〉= 0 还不能肯定 f， a 
的值已符合要求.因为还不能断定 a 是 / Cr ) 与 /' (: c ) 的公共根，还 
需验算尸 U ) 是否为0; (2) 这里 a 并未限制在尺内，但 < 必须在 
内. 

例 1.3 证明 KO ] 内多项式 

/(孑）=1 + ;r + ^ + …+ 七 

l \ n \ 


没有重根. 
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解 /( x ) 的重根为 /( x ) 与尸（ X )的公共根，从而是 / Cr ) — 
/'( x ) = f 的根，所以只能是0.但 x = 0 并非 /( x ) 的根，故 / O ) 无 
重根 .I 

评议此例并未像例 1.2 那样做带余除法，而是充分利用了 
/(x) 的特点.所以解题要随机应变，不可墨守成规. 

例 1.4 设 / Or)e/CDr] •若 a€C 是尸 (x) 的重根，证明 a 
是 

犮 O) = X 2 a \_f (.x) + f (a)] — fix) + /(a) 

的々+ 3重根. 

解 现在应认为及 (:c)e C [•!]. 因 尽 (a) = 0, 故 <2 是的根. 
设为〆 x) 的/重根.我们有 

g ' ( X ) = f (/'( a ) — fix )) + 

现在也有 /(a)=0, 故 a 是 g ，( x ) 的 1-1 重根， />2. 又有 

显然〆'(《) = ()，故 a 也是 ^U) 的根，应为 1-2 重根.但已知 a 是 
尸 (x) 的 a 重根，即在 co] 内，有 f v ( x ) = ( x- a yh ( x ), h ( x)e 
C[x]. 代入上式得 

g " (•工、= y(x — a )* + I A ( x ), 

其中 A ( a ) 尹0.即 a 是，(: r ) 的 k + \ 重根，于是/一2 =々+ 1，即/ = 

k + 3. | 

评议我们必须先验证〆《) = 0,才可设 a 是 gU) 的/重根.这 
时只能认定/>1，所以还必须验证 g ' (a) = 0. 因若^(^)关0，则^只 
能是 g (: r) 的一重根.即使下面证明 a 是 g"Cr) 的 A + 1 重根，也不能 
断言它是 g(x) 的 k +3 重根.因为存在这种可 能性： a 不是 g'U) 的 
根，却是 g ” Cc ) 的根. 例如，令 g ( x ) = ( x — l )( x 2 —2 a :—15) , g ( l ) = 
0.而 g ' (x) = x z — 2 x — 15 + 2(x — l) 2 , 君 ’（1) = — 16=7^0, 《 "(x) = 
6(x—1)，^(1)=0 .所以不能由 1 是 g(x) 的根，又是〆 Gr) 的根就 




一元多項式环 

断言1是发( X )的3重根，因为中间隔 〆 （ X )，而 〆 （1) 关0,在使用前 
面的重因式命题时必须注意，命题的前提条件必须全部满足才能使 
用. 

例 l . S . 

( x 2 + X + 1) I (/ i ( j ： 3 ) + x / 2 ( x 3 )), 

证明 ( ar - l )|/,( x ),( a :- l )|/,( x ). 

解 按假设，有尺 O ], 使 

/ l ( x 8 ) + x / 2 ( x 3 ) = ( x * + X + l ) A ( x ). 

设.则 e ?= l ， 代入上式得 

(/ i ( l ) + e ,/ 2 ( l ) = 0, 

1/ jCl ) + e 2 / 2 ( l ) = 0， 

上面齐次线性方程组系数矩阵的行列式为&一6 1 关0,故/ 1 (1)= 

/ 2 (1) = 0,即(: c - DI /, (: c )，(; c — 1〉|/ 2 (工). | 

例 1. 6设 p (. x ) 6 X [ x ], deg />( x )^ l . 如果对 /( x )， i r ( j ：)€ 
尺 Dr ]， 由 />(ar) |/" Cr ) 客 Cx ) 必推出 / > Cr ) |/(ar) 或/ > Cr ) | g (: c ). 证明 
/ >( x ) 是不可约多项式. 

解 若 / >U) 可约，则有 A(x) ， Kx)€/Cl>] ， l<degMx)< 
degpO ) ，使 p{x') = h(.x')Ux '). 此时当然有 deg/(j ： )<deg p{x ). 现在 
/>Cr 〉 |A(x)Z(a:) ， 但 / >Cr> | A(x) ,/>(x) U(x)» 矛盾 . 故 / >.Cr) 为 KDr] 
内不可约多项式 . I 

评议这是尺|>]内一个多项式/ >( x ) 为不可约多项式的充分必 
要条件•因若/ >0 r ) 是 K [>] 内不可约多项式，对任意 /( x ) e / C |>]， 
如果 pix ) \ fix ') ，设(/ »( x ) ，/ U ')')= d (. x ') , dU ) |/>( x ) ，按不可约多 
项式的定义, rf ( x ) = l 或 kp (. x ')(. keK , k ^0 '). 但 rfOr ) |/( x )， 即有 

使 f ( 工） = d ( 工） g (x ) ，若 d(.x^ = kp (.x~) f M p(.x) I 
/ Oc )， 矛盾，故 d ( x ) = l .即(户 Oc )，/( o :)) = l , 这说明，尺 [ x ] 内不可 
约多项式 /> Gc ) 和任意多项式 / U ) 的关系只能是 p ( x ) I / O ) 或 
(/ >(x) ， /(ar)) = l .现在 ，当 /»( x )|/ Cr ) 容 Or ) 时，若 pU) 丨 /( 工）， 由 
前面命题的推论3，必有/»0：)| 〆 ：!：). 

因此，此命题也可作为尺 O ] 内不可约多项式的另一种定义方 
法. 
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例 1. 7设 / Cr ) 是尺 [ x ] 内首一多项式， deg / Oc ) 彡 1. 证明 /( x ) 
是尺 Qr ] 内一个不可约多项式/ >( x ) 的方幕： fix ) = p (. x ) m 的充分必 
要条件是：对任意 gG ：) eX [>] 必有 （/( x )， g (: c )) = l 或对某正整 
数 *，/(:) 4(:)*. 

解必要性设 

K[x] ， 必定 (/ >Cr) ，《 (x)) = l ， 或 pix')\gix'). 若 (/>(:c) ， g(>r)) = l ， 
由例 1.1 知 (/ >U) 2 , 发 (x)) = l ，（户 0r) 3 40r)) = l， … ，从而 
g (a:)) = l,BP(/Cr) ， 裒 (1)) = 1 .若 pix') I 犮 Cr )， 则 p{x) m \g(.x') m 

充分性 根据因式分解唯一定理，有 

fix ') = … / vCry ，. 

若 r > l ， 令发(工）=户 2 (工），则(/(：|：)，容(：1：)) = /) 2 (工)关1.但对任意正 
整数灸， 《■(•*>* = /»2(•*〉*，/(■*) {«■(■*)*，因若 /( I ) I ^ Cx )*， 则 
/ » 2 (x)* = /(x)A(x) = p'Oc) 、 piOcYt." p 入 xy ， h(x) • 

这与因式分解唯一定理矛盾.因此，应当 r = l ， 即 fix ) = p , U) l K | 
例 1. 8 设 /(: r ) 是尺 O ] 内首一多项式， deg /(; r )> l . 证明 
f ( x ) 是 内一不可约多项式/ »(: c ) 的方幂的充分必要条件 是：对 
尺[工]内多项式客 Cr )， A ( x )， 若 /( x ) k ( x ) A (: r )， 则必有 
f ( x )\ g ( x ) 或 f ( x )\ h ( x ) m . 

解必要性 设 g ( x )， M ： r ) 的素因式标准分解式是 

hix ) = 工)*〜.?,(：)*，• 

令/(“^/^^，/^(:^不可约旧为八:^是首一多项式义可 
设 / >(： r ) 为首一多项式.如果 fix ') |《（ 1 r ) A ( 1 r )， 则 g ( x ) h ( x ) = 
/ Oc ) Z ( x )， 于是 

和办。 /*〆:^ 1 …/V (: 卜 ..9 ， Cr)*‘ = / >(ar)"/(x). 

根据因式分解唯一定理，/> Cr ) 必为/ » i ( x ) ，•••，/>,(工)，叭（工 ） ，…， 
q . ix ') 中某一个.若 fix ') \ 容( 0 ：)，则 giCr )， …，(工）中必有某一个等 
于/ >(： c )( 否则 p ( x 、 m 为 g (: c ) 的因子，与 fix ') t g (: r ) 矛盾）.不妨设 
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于是 〆 x )| A ( x )， p ( x )-| A ( x ) ■，即 / Cx )\ h ( x ) m . 
充分性 根据因式分解唯一定理，有 

fix ') = /> 1 ( X )-| …/V (: c )\ 

若 r > l .取 g { x ')= pxix ') a ^ ， ACr )=/» 2 Oc )*^"/> r ( x )〜. 此时尽(工)九(:*:) 
=/ Or ), 故 fix ') kOcMU ), 根据因式分解唯一定理， /( x ) 丨 gU ) 
(因 /(X) 含有不可约因式 /> 2 0 r ), 而发(: c ) 不含）, / U ) U ( x)"(S 
AU ) 中不含不可约因式 / mOc )， 从而 A ( x )” 也不含 / mU )， 而 /(: r ) 中 
含户 1 (：1：))，与题设矛盾.故厂=1，即/(：1：) = /> 1 (；1：)“1. | 

评议以上两例是因式分解唯一定理的简单应用.根据这个定 
理，一个多项式中包含那些首一不可约多项式作为其因式，出现的方 
幂是多少，都由该多项式唯一决定，这使得整除关系变得简单明了， 
便于使用. 

例 1.9 设 /( x )€ KO ]， d e g /(： c)=m 如果尸 （ x )|/ Cr )， 证明 
存在 aeK ， 使 / U )= a 0 ( x - ar . 

解 按题目假设，有发0：)€尺1>]，使/0 1 ：)=尸（： 1 ：)发0 1 ：).因 

degf (： r)=n — 1，故 deg 《0) = l . 易知 g ( x ) =—( x — b ) , b ^ K . 现在 

n 

/’(• r ) = /"(• r )^'( x ) + f (. x ) g '( x )= 尸 Cr ) g "( x ) + 七 f 1 ( x ). 
于是尸 

现对”作数学归纳法 • n = l ，/(: r )= fl 。(: r ~ a ), 命题成立.设对 
/( x ) 为 ”一1 次多项式命题已成立.当 deg /( x )= W 时，上面已经指 
出 / U ) 也满足题中的条件，按归纳假设，有 ai € K ， 使尸 （: c ) = 

ai ( x — a )" -1 . 于是 f (. x ')= ai ( x — a ) H ~ 1 • 丄 (: c —6). 此时 

n 

— a )" -1 = f (, x ) = a , -- ~(x — a)""" 2 (x — b ) 

n 

+ —U - a )- 1 , 
n 

即 

a , rL ^(.x - a )- 1 = a , - a)- 2 (x - b ). 

ti n 

因 K |>] 内有消去律，故由上式推出 ; r — 代回 /( x ) 的奏达 
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式得 /(工卜以工一 a)"- 1 • — (x—a)=a 0 (a:—a)". | 

例 1.10 设 /(0 ：〉 € 尺 |>]4€ 尺 4 关 0. 则 (0 ：-^)* +1 |/(:«:)的充 
分必要条件是 s /(a) = 0 且 (x — a)* 整除 A (x) = nfU)-xfU), 
这里 k^n-1. 

解必要性若 /U) = (a:-fl)* +1 发 U )， 显见 /(«) = 0 并且 
(.x—ay \f Cr) ， 即尸 (:r) = (x—a)*ACr ). 因而 

f\(.x)= n{x — a)* +1 ^(x) — xix — a)*A(x) 

=(x — a)*(n(_r — a)g(x) — xh(x')'). 

充分性 若 /(a) = 0 且 (x—a/I^Cr )， 则 

/i(^) = (x — a)*g(x) = nf(x) — xf (x). 

若是 = 0, 因已知 /( a ) = 0, 故 0-a)|/0) ， 命题成立 . 若 4>0 ,则 
0 = /i(a) = n/(a) — af (.a) =— af (a). 

因 a 尹 0 ,故 f(a) = 0. 即 Cr-dl/Or ). 现在 

/((•!)= nf (.x~) — fix') — xf"(.x) = (n — l)/'(x) — xf(x). 
因 (x —a)* I/, (x) ， 故 (:c—a)* -1 I/: (_r) ， 即 /( (a) = 0 ,已知 f (a)= 
0,代入上式得尸(^) = 0,于是 Gr — a ) I 尸 ( x ). 

依上述办法类推，从 yf Cr) = (n-Of 0 以及 

(x-a 〉 *- , |/r(:c)，BP / {°( a ) = 0 (: < 是)推出 

0 = f{ n (.a) = (n- 0/ <0 (a) - a 严 +1> (a), 

因为由和尸 _”( a ) = 0 已经推知尸 >(0)=0 . 因而从上 
式又推出产 +1> 0) = 0, 即 （: r — a )| 尸 +1> ( ： r). 现 在让 , •sCMd ，...， 
々一 1 ，我们分别得到 

(x—a) l/(x) ,(x—a) \f ( ： c) ， Cr—a) | 尸 Cr) ， … ， (a:—a) | 户 〉 (:). 
由上面结果即推出 U-a) i+1 l/U). I 

例 1. 11 设 … 尺 [_ 1 ] ， £ 1 € 尺， < 17 ^ 0 . 

则 (x-a)* +1 |/(x ) 的充分必要条件是 

a 0 a " 十 flifl " -1 - f - < z 2 a " _2 + …+ a , = 0， 
a x a"~' + 2a 2 a n ~ z + ••• + na H = 0, 
a\a n ~ l + 2 2 a 2 fl" -2 + …+ n 2 a H = 0 ， 


a〆- 1 + 2*a〆 -2 + … + n k a n = 0. 

解根据例 1.10，( x — a )* +1 |/( x ) 的充分必要条件是 
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/( a ) = a 0 a n + + a 2 a n ~ 2 + …+ = 0， 

H 

且 (■!— a )* 整除 fi (. x )= nf (. x )— xf (. x )= 乏] 

i=l 

同样，由例 1.10, (: c — am〆 ：!：) 的充分必要条件是 

M 

/x(a) = iUja^ = 0 

且 Cr-a)H 整除 

n 

/ 2 (工）= nfiCx) — xf[ (x) = 2* 2 a,x" _, . 

、 i-l 

令 /«>(： r )=/ Or ), 按归纳法依次定义 

/)(■!)= n / j ^ Cx ) — x / j _,( x ) 

m 

= 2 i i a i x m ~ i 0_ = 1 ， 2 ，…，是). 

那么，按例 1.10,( x - a ) h +1 |/,(: c ) 的充分必要条件是 

M 

fj(a) = = 0 , 

<-i 

且(: c — a )* 〜 |/ >+ l Or ). 让户=1，2,…，4一1，我们得到 

n 

2= 0 (_；• = 1，2,…，是 一 1> 

1-1 

以及 ( x - a )|/* a ：)， 即 

m 

/*( a ) = 2 i k a i a H ~ i . \ 

评议本例的关键是找到 i 项式 AUXU ) — x 尸(: c )， 这个 
多项式不难想到，因为它正好把右边两个多项式 nfU),xf Cr ) 的首 
项系数相抵消，使 / Jx ) 的次数降低.本来 ( x _ a ) >+1 |/ Oc 〉 的充分必 
要条件是 /( a 〉= 0 且 U — a )*| 尸 Cr )， 现在改成 / U ) = 0 且 O — a )*| 
// a ：). 这样做使原来的条件 

Cr — a ) |/( x),(x — a ) |尸 （: r) ，…， Cr — a ) | 尸 ) Cr ) 

改成 

(x — a ) |/( x)，Cr 一 a ) |/\( x)， …， Cr 一 a ) |/* Cr )， 

从而有前面给出的关系式. 

给定尺 O ] 内不全为零的多项式 / Jx )，/ 〆 ：!：）， …,/ «(: r )， 如果 
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非零多项式 c ( x ) |/,.(： 1 ：)(£ = 1，2^"，72)，则称 cCr ) 是此/ I 个多项式 
的一个公因式.设 d ( X ) 是此71个多项式的一个首一公因式，而且对 
它们的任意公因式 c ( x ) 都有 c ( x ) kO )， 则(: r ) 称为 A ix ) , 
, 2 Or )， …，/•(工)的最大公因式，记做 </( x ) = (/\ ( x )，/“: c )， …， 
/- Or )). 

例 1. 12给定 / C [ x ] 内不全为零的多项式 Mx)，A (工），…, 
fnU). 则首一多项式 d ( x ) 为它们的最大公因式的充分必要条件是 
(/,U)) + (/ 2 U)) + …+ (/.(x)) = icKx)). 

解因为 (/, Oc >)£ W ( o :))， 故 rf 0 c )|/ < (: c )(* = l ，2, … ，”) .而 

且 d ( X)C (,1(0：)>+(/2(1〉) + 旧 + (/»(；1：〉），故有 MiCx 〉， M 2 ( X )， …， 
“•(工〉€尺[工]，使 

«i (工 )/ i ( 工）+ m 2 0)/ 2 ( j :) + …+ M _ Cr )/, Cr ) = dtx ). 

若 c ( x ) |/,.( < r )( i _ = l ，2,…， n ) ，则由上式立即推出 c ( x ) | d (: r ). 故 
d ( x ) = (/ 1 Cr )，/ 2 (： d “，/ ll ( x )). 

反之，若 (: c 〉 = (/, U ) ，/ 2 ( or ) ， ... ， /_ U )) ， 则以 x ) I Or ) ， BP 
/,(工）= 9 .(0^(工），于是(/,(：1：))[(3(： 1 ：〉）.这表明 

(/ i ( x )) 4 - (/ 2 ( x 〉）+ … + (/.( x )) C ( d ( x )). 

因为尺 |>] 是一个主理想环个理想 (/, Cr )) 之和仍为 / CO ] 的一个 
理想，故仍为 XO ] 的主理想，设 

(, 1 (工)）+ (, 2 (工)）+ …+ (/”(：)）= ( cCr )). 

因为 / i ( x )，/ 2 ( x ), …， /,( x ) 不全为零，故 ( cGr )) 关零理想，即 c ( x ) 
关0,现在 （/,(: r )) eO ： U ))， 故 c (: c )|/,(: r )， 于是 c ( x ) 是 A ( x ), 
fz ( x ) , …， /， Cr ) 的一个公因式.因此，有 c ( x ) | rf ( x),BP d ( x )= 
g(:r)cCr )， 这推出 

( c ( x )) = (/,( x )) + (/ 2 0 c )〉+ … + (/„( x )). 

综上所得，有 (/ i ( x )) + (/ 2 Cr ) ) + … + (/«(: c )) = (< f ( x )). I 

例 1. 13 设 / i 0 r )，/ 2 ( x )， …， /«( o :)(”>2) 是尺 Dr ] 内的 n 个非 
零多项式 dGr ) = CA ( x ) ，/ 2 ( x ) ，…， /• Or )). 则存在 n 阶方阵丄其 
元素属于 X |>]， 且 A 的第一行元素是 / i 0 c )，/ 2 ( X )， …， / hOc )， 而其 
行列式 | 川 = d (; r ). 
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d x ix ) \A I = uix^dxCxY + /■ Oc ) (— 1)" +1 ^ j ( jt ) \ A x | 

= mOX ( x ) 2 + /. UK — 1)* +1 •(— 1)— 1 »( ar ) rf 1 ( x ) 
=^ i ( x )( m ( j :)^ i ( x ) + v { x ') f H { x ')'). 

因为 4 U ) 关0,上式两边消去 4 Gr )， 得 

\ A \ = nix ') d ^ x ) + v Cx ) f H ( x ~) = d ( x ). | 

评议此例的结果称为厄米特定理.法国数学家塞尔把此例的 
思想扩展，提出了著名的塞尔猜想.这个猜想已于1976年被苏联的 
数学家完满解决. 

前面曾指出，在尺|>]内是没有除法运算的，可是在前面定义的 

矩阵 A 中，却出现€，…， t ， 这是什么意 思呢？ 实际上， 々 Or ) 是 

/ 〆 ：!：），/ 2 (工）， ( x ) 的最大公因式，因此有 9l ( x )， 92 ( x ) ,…， 

g ,_ i ( x ) 6尺 [ x ] ，使 /, ( x ) = q i (. x ') d i ( x )(*_= 1，2 ，…， n — 1 ) ，所以 

ft ，、 /• - _ _ . 

d^x) = 9，(x) = l ， 2，".，n — 1). 

A 的最后一行前 n -\ 个元素实际上是 一 w (: r ) 乘 9 i ( j :), 92 ( x ), — , 
%- 〆 ：!：），仍然是 K [ x ] 中的 元素. 

例 1. 14讨论 /( x )= x '+/» x+ 9 e C t >](«>2) 何时有重根. 

解 « = 2时有重根的充分必要条件是 p 2 -\q = 0 . 下面设 
3. 因为尸(工）=”？ -1 +/»，尸( 1 ) = ”(”一1)工-- 2 ，故 /( x ) 当 />= 9 = 0 
时有重根 x =0 .当/> = 0而 q ^ O 时， / Cr ) 与尸 ( x ) 无公共根，故 f ( x ) 
无重根. 

下面设 n ^ 3 , p ^ 0 . 此时有 

f (. x )= x " + px + q = 丄工/^工）+ n ~ 1 p x + g . 

n n 

现在 / U ) 最多有二重根 a ， 它应是 / Or ) 与尸 （ x ) 的公共根.代入上 

式得^— ■/ > o +? = 0 ,BP a = -^■.而 

n n — 1 p 

f ^ = + />=(— I )- 1 (” •^- l +P = o , 

于是 

nv _1 = (- i)"(« - \y- x p\ 
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综合上述各种情况(包括 n = 2 和/> = 9 = 0的情况）可知上式为 
/(： r ) 有重根的充分必要条件. | 

练习题 7. 1 

1. 用 gCr ) 除 / Cr )， 求商 gCr ) 与余式 r ( x ): 

(1) /(x)=:r 3 — 3 工 2 — 工一 1 ， g(x') = 3x 2 — 2x+l ； 

(2) fix') =x i —2x+ 5 9 g(x)=x 2 —x+2. 

2. 适合什么条件时，有 

( 1 ) x 2 +mx—\ \x z +px+q; 

( 2 ) x 2 +mx ~\-1 \x A + px z -\-q. 

3. 用 gCr ) 除 / Cr )， 求商 gCr ) 与余式 rCr ): 

( 1 ) /(ar) = 2 or s —5i 3 — 81， gix)=x+3; 

(2) /( ar )= x 3 — or 2 — x , g -( or ) = x—l + 2 i . 

4. 把 / U ) 表成 x — x 。 的方幂和，即表成 

Co + qCr — 工。） + c 2 Cr _ x 。) 2 + … 

的 形式： 

(1) f(x)=J： S j Xo=l ； 

( 2 ) f(x) =a: A — 2x 2 + 3 9 x 0 =—2; 

• (3) /( o :)= a : 4 + 2 ix 3 — ( l + i ) ar 2 —3 x + 7+ i > x 0 = ~ i . 

5. 求 / Cr ) 与 gCr ) 的最大公 因式： 

( 1 ) f(x')=x i +x 3 — 3x 2 — 4x— 1 , g(x)=x z +x 2 —x—l; 

(2) /( 工 )=0： 4 — 4 工 3 + 1 ， g(x)=x 3 —3x 2 + l; 

(3) /( x )= x 4 -10 x 2 + l , 

g(x')=x i — A ^/~2 x 3 + 6x z + A *n/~2"x+1- 
6 •求 wCr) ， t/(x ) 使 uCx)fCx) +v(x)g(.x) = (/(x) 9 gCx))i 

( 1 ) f(x')=x A + Zx z —x 2 — 4x—2j 

畧 ( 工 ） =*r 4 +工 3 — 工 2 — 2*r—2; 

(2) /(x) = 4o : 4 —2x 3 —16 x 2 +5x+9, 
g(x) = 2x 3 — x 2 — 5x—4; 

(3) /(j:)=x 4 —x 3 —4x z + 4x+l♦ g(,x)=x 2 一 x—\. 

7 •设 fix') =x 3 -\-(,l+t')x 2 + 2x+2u 9 gix)=x z +ta：-\-u 的最大 
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公因式是一个二次多项式，求的实数值. • 

8•设 / i ( x ) ，… ， f m ( x ) ,gi ( x ),*** ，尽 n Cx ) 都是尺 [ x ] 内多项式， 

而且 

(. fiix ) , gj ( x )) = 1 (i = 1 , 2 , — , m；j = 1，2，•“，《). 

求证： C/i ix ' ifz ( a :) , gi ( jr )^ 2 ( x ) — g H ( x )) = 1. 

9. 证明： 如果 (/(:»:)，5 ■(: r )) = l ， 那么 

(. f ( x ) g (. x ), f ( x ) + g (. x ')') = 1. 

10 .判别多项式/ ( a :) = / — 5 〆 + 7 x 3 — 2/+桫 一 8有无重数 
大于1的非常数因式. 

11. 求多项式 >2： 3 + />0： + 9有重根的条件. 

12. 如果 (: r_l)*|G4x*+5x*+l), 求 4 ， B. 

13. 设 /Oc)eCDc] ， d e g/(a:)>H 

d (, x ~) = (/ Cr )，/* Cr 〉）， fix ') = d (, x ') f 1 (. x '). 

证明 / U ) 的根都是 ^( x ) 的根，且 / Jx ) 无重根. 

14. 设 〆 ： r ) 是数域 K 上一元多项式环 K [>] 内一个不可约多 

项式.设 A ( x ) ，/ 2 ( 工），…，/ -( x ) € Klx ~\. 若 〆 工） | /,(工），证明 

存在正整数々，使/ » Cr )|/* U ). 


§2 C ， E ，< Q 上多项式的因式分解 

— 、 C ， IR 上多项式的素因式标准分解式 

【内容提要】 ^ 

定理(高等代数基本定理） 复數域 C 上任意一个次数的多 
项式在 C 内必有一个根. 

推论 1 CDc] 内一个次数的多项式/ >(x) 是不可约多项式 
的充分必要条件为它是一次多项式. 

推论2 c [ x ] 内任一非零多项式 / O ) 可以唯一地分解成 
fix) = a 0 (x — a, )*i (a: — a 2 )~ … （_r — a r )* f . 

命题 R [ x ] 内的首一不可约多项式仅有下列 两类： 

(i) 一次多项式 X—a(a€ R ); 
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C 2 ] ! 


2 j 


( ii ) 二次多项式 x z + px -\- g ( p 9 q ^： R ，/ > 2 —4 g < C 0〉. 

命题 RO ] 内一个非零多项式 / Or ) 可唯一地分解成 

fix') = a 0 Cr — <2j)*i(x — a 2 ) 、 … （工 一 a r ) kr 

• ( x 2 + p^x + 仍 ）~ … （: r 2 + p s x + 9 ,) ;, . 

其中 ^,-,^6 R ，为 /( x ) 的互不相同的全部实根，重数分别为 
fh ， … ， k r .， 而 piyqi ^： K—49,.<0(i'=1 ， … ， s). 

评议在§1中我们学习了尺0]内的因式分解唯一定理.根据 
这个定理，尺 O ] 内任一非零多项式都能唯一地分解为尺 O ] 内首一 
不可约多项式的乘枳.于是，对尺1>]内的整除理论来说，最理想的 
莫过于找出尺[>]内所有首一不可约多项式.但对一般数域尺，这是 
一个极为艰难的工作，远未实现. 

但是，对复数域和实数域，这项任务却早已圓满实现.这主要得 
益于“高等代数基本定理”.依据这个定理， CO ] 内次数>1的多项 
式/( X )必有一复根〜从而被 or — a 整除，这就使次数>2的多项式 
均为 可约. 于是 C [ x ] 内的首一不可约多项式都是一次多项式 x — a , 
对实数域只要对此略加修正即可.在代數学中复数域是最简单的数 
域，其原因即在于此. 

例 2. 1给定 R [ x ] 内多项式 /( i ) = cos (« arccosar ) ， 将它在 
K O ] 内分解为不可约多项式的乘积. 

解 对正整数《，以表示不超过 f 的最大整数，当 n 为偶数 

时它就是 | •，若”是奇数，它是$•因为^=(1 +〗）-= 2”，又 
有 




2> 


-SI 宁 § 


从而 
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上式表示在二项展开系数中 4 取偶数时连加与 A 取奇数时连加 
都等于 2- 1 . 

现设 arccosor=a ， 贝 ! J cosa=x 9 sin 2 a= 1 —x 2 . 因为 
cosna + isinna = (cosa + isina) - 


则 


= 2 ^ (isina)*cos" 一 V 

k_o 打 1 

[f ]/ 2)1 

fix') = cosna = 2 (isina) 2> (cosa)" 
[?]‘ 


21 

Si 


2> 


2 J \ 


(— sin 2 ay(cos«r)- - 


(x 2 - 1)V- 幻 


= 2" _, x" + aix- 1 + … + a, € R [x]. 
现在求 /Or) 在 C 内的 n 个根.因为 

/(x) = cos(narccosx) = 0 


narccosx 


kn ， 


于是 


0 < arccosx = ■ ( - 2 ^ -~H- 1) . TC < 

Ltl 


这表明 々 = 0 ， 1 ， 2,…， n — L 从而 /Or) 在 C 内的 n 个根是 
C2k + l)it 


Xk = cos 


In 


k = 0，1，2,…， 《 — 1. 


它们都是实数，故在 R 内 
/( X ) = 2"- l Xl (' 


{2 k + 


2n 




评议此例利用复数乘法公式 cosnc + isinwa= (coso+isin«)" 
来求倍角 cosna 的展开公式 . 





390 第七幸一元多项式环 


例 2. 2 设 m ，”， 是为正整数，令.证明 
•r 2 +_r+l 作为任意数域尺上的多项式都整除 fix'). 

解 把它们都看做 C [ x ] 内的多项式，这时它们都能分解为首 
一的一次多项式的乘积，再看分解式中有无公共一次因式•因 
(: r 一 l ) Cc 2 + x + l )=: c 3 — 1，故 x 2 +: r+l 在 C 内的两个共轭复根 Q ， 
e 2 都满足4 = 4 = 1•故/( €1 )=广 + 彳 +1 + < +2 = 1+6 + 4 = 0, 
/0 2 )=4"+疼 +1 +# +2 = 1+€ 2 +4 = 0,于是在 CDr ] 内 

fix') = (x — e,) (x — e 2 ) 犮 (x) = (x z + _r + l)^(x). 

现在 /( x ) 和 x 2 + x +\ 都是有理数域内的多项式，用 x 2 + x + l 去除 
/(■ r ) 时，只作加、减、乘、除运算，不会越出有理数域范围内，故 〆X ) 
€ Q [ x ]， 有理数域包含于任何数域尺内，故在尺 [X] 内 x 2 + x + l 都 
整除 / U ). | 

评议此例利用了 /( x ) 和 P + z + l 在 C |>]内的素因式标准 
分解式，但其结果可以返回到任意数域尺内.这是代数学中常用的 
办法，因为复数域最简单，要处理数域 K 内的问题，可先把它放到 C 
内来处理，得出结果后再想法返回到尺内来. 

例 2.3 在 Q[x] 内求 /Gr) = :r__l 和 g(x) = x"-l 的最大公 
因子. 

解先把它们看做 CO ] 内多项式，则有分解式 

m ~ l 2^5 

fix) = x m — 1 = JJ(x — e m )， 

k ~0 

gix) = x" — 1 = JJ (x — e "). 

/ =0 

然后找它们公共的一次因式.让 ( m ， n ) ，即 d 为 m 与 n 的最大公 
因子(与多项式最大公因式的定义类似).设 

，故 x - e $ 为 / U ) 的一个一次不可约因式.同样 e ^= e ^, 
故 工为 g (; r ) 的一个一次不可约因式.于是 X — e ^( s =0 ,l ,•••, 
d_l ) 为 /( x ) 与 gCr ) 的公因式.因为它们互不相同，在 fix') ， g(x) 
的标准分解式中都出现，于是 

— 1 = JJ Or — e 穿） 
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是 / Or ) 与 〆 o :) 的公因式. 

现设 /(X) 与 gOr ) 有一公共不可约因式 


U - e 2 ^) = Cr - e $). 


则这推出 




由它又推出 


kn ——lm 


e z . 


现在 ^i = (/+ m ) m ， 约去 m，n 的公因子 d ， 得 kn x = 

现在整除是 n :. 但(讲 1 ，《 1 ) = 1，故; w ! 整除 A ， 令 k = um \ , M 

Ob 2*5 2wid 

(x — e") = (j ： — e"*) = (x — e^), 

这样， / U ) 与 gU ) 的所有公共一次不可约因式均包含于 x d -\ 的一 
次不可约因式之中.由此推知 / Cr ) 与 gOr ) 的任何公因式(是互不相 
同的一次公因式的乘积)都整除/一 1.故在 CO ] 内， (/ Oc )， g (: c )) 
= x d ~ l . 


但 f (. x '), g (. x '), x d —\ 均为 Q [X] 内的多项式.求 f ( x ) 与 g ( x ) 
的最大公因式可用辗转相除法，其中只涉及其系数的加、减、乘、除运 
算，不会超出 Q 的范围，不管把它们看做 C o ] 内的多项式还是看做 
Q [ x ] 内的多项式，计算结果都是一样的.所以在 QO ] 内， / U ) 与 
发(0：)的最大公因式仍然是 x J - l . | 

例 2.4 设 / U )€ RO ] 且对任意 R ,/( a )>0 .证明存在 
g (. x ) , h ( x)E R [:], 使 f (. x ')= g (, x ') 2 + h ( x ) z . 

解不妨设 /( x ) 关 0 .根据上面的命题，在 RO ] 内 

fix ') = a 0 (x —〜）*| …（X — a r )* r ( x 2 + p x x + giV 1 … 

• ( x 2 + p^c + q , y - , 

其中 a : ，…， a r 为 / Or ) 的实根，而 />? —4 g ;<0( i _ = l ，2,…， s ). 

若有某岛为奇数，则存在 e 〉0, 使在区间 U — e ， a ,+ e ) 内 / U ) 
改变符号，这与题设矛盾，故九均为偶数.又因: r —+ oo 时 / U ) — 
+ °°，故知 a 0 〉0. 于是 a 0 (.x — ai )*«••• (x — a ,)* r = (. c (. x)) z ,c (. x ) 6 
R [ x ]. 




现在 


2 


: r 2 + PiX + Qi = [x + y A J — + Qi 

= ( j: + i A ) 2 + ( i ^-^) 2 * 

对任意 giOr ) , g t (. x ) Mx ) ， A :(: c ) € R O ] ，我们有 
(gi + h\){g\ + h\)= (.g x + ih l ')(g 1 — ih^Cgz + ih 2 ) (g 2 — ih 2 ) 
=Kgigz — W) + (g t h 2 + ^ 2 A,)i] 

• ligigt — h x h 2 ) — Cgxhz + gthiYi] 

=(gigz — + (gih t + gth x y. 

综合上面的结果即知有 /( x )=^( x ) 2 + A ( x ) 2 . I 

例 2. S 设 《 = 2 m 为偶数，将 /-1 在 R Dr ] 内分解为不可约多 
项式的乘积. 

解我们有 

x " — 1 = JJ (x — e « ) 


(x—l)(x + l>JJ(x — e - )(x — e » ) 


( x - l)(x + 


番 


2cos + l|. 


因为0<走<号时 ，0<^^<7 T ， 故 cos 2 ^^<1. 于是 X 2 — 2 cos 丛 fr + 
l n n n 

1 为 RO ] 内不可约多项式. ■ 

例 2. 6 证明下面的 等式： 

n 2 n tvk 1 

⑴ cos 2^+i cos 2^rr cos 2^+r = r , 


… (« —1 )jt s/~n 

<2) Sm 5 Sm f Sm = 

解 （1) 从例 2. 5,我们有 


U - 1)(: + l)n ( 工 2 - 2 咖 2^T\ X+l ) 

Or — l)(x + 1)| JJ (x 2 — 2cos + lj | 
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•n(^ 2 -2cos %^ 工 +1). 

* = 1 

令 w+/ = 2rz + l_ 々，则 cos cos ( 是 =1 ， 2 ,…，”) . 故 

工 2( _ - 1 = (x - l)(x + 1) 古 [(x 2 + I) 2 - 4cos 2 
在上式令 ： r==i 代入，得 

- 2= - 2 * 4 "n cos2 ^h- 

当 0<k<n 时 ， ，cos 故 

n cos 2^+r = r- 

(2) 从例 2. 5 ,我们有 

X 4 " — 1 = Or 2 ) 2 " — 1 = (x 4 — 1 ) JJ | x 4 — 2cos + 1 j • 

但 

x in -1 = u‘r - l = (x 4 - du 4< - ,) + x 4< - 2) + … +1), 
故得 

n(x 4 + l-2cos^.x 2 ). 

在上式取 1=1 ，得 

”=n(2-2cos^)=2-n(l-cos^) 


岵2 « 


kl2n 


g >0 


,BP^7rl 2 n 


c 7 CIW 7 r 2 in 
I 々12 :-s 

1-~s-;< s 〕 
Tn=l-ln=-l)< 

n lJA n!■---▲ o 
故 


2 " 


•4 


V 

o 

在 

现 
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二、 Q 上多项式的素因式标准分解式 

【内容提要】 

给定整数系数多项式 

/(■ r ) = aoX n 4- a〆 — 1 + …+ a ” ( a , 6 Z , a 0 ^ 0), 
这里《>1.如果（如，内，"*，〜）=1(即 /( x ) 的系数的最大公因子是 
1)，则称/( X )是一个本原多项式. 

命题 QO ] 内一个次数>1的多项式/( X )可以表成一个有理. 

数是和一个本原多项式 7(工） 的 乘枳： /( x )= A /(: r )， 而且是除了可 
能差一个士 1因子外，是被/( X )唯一决定的. 

定理（高斯引理）两个本原多项式的乘积还是一个本原多项 
式. 

设 7( x )6 Z [ x ],/( x )^0 及士 1. 如果存在 gix ), hix)e 
Z [ x ], 使得 /(: r ) =发 （: r )/ i ( x ) ， 且 《（ x )^ 士 1 ， A ( i ) 尹士 1， 则称 
fix ') 在 Z O ] 内可约，否則称 fix ') 在 Z O ] 内不可约. 

命题设/(工)€殳|>]，0^/(0：)〉0.命/(0：)=/^(工），其中是 
€ Q ,/( x ) 是一个本原多项式.則 /( x ) 在 QO ] 内可约的充分必要 

条件是 Ad 夺 Z [工]内可约. 

爱森斯坦钟 J 别法设给定《次本原多项式 

fix') = a 0 + ap + …+ anX n 6 ^ (n ^ 1). 

如果存在一个素数 />，使 p | ai ( i =0， l ， …， / I — 1)，但/> \ a n , p 2 \ a 0 » S '! 
/( 工） 在 Z |>] 内不可约. 

命题设 fix ) 是 Z O ] 内一个首项系数为正的多项式且 fix ) 
关1，则 /( x ) 在 ZO ] 内可以分解为 

fix') = …(: c )’ 1 …/ 

其中 />u *••»/>* 为两两不同的素數，/>1 ( x ) ，…，/>/( X )为 Z [: r ] 内两两 
不同，次数>1且首项系数为正的不可约多项式.上述分解式除了因 
子的排列次序外，是唯一的. 

评议有理数域上多项式的因式分解比 R [>] 和 C [ x ] 复杂得 
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多， QDr ] 内有哪些不可约多项式，至今没有弄清楚，甚至连一个普 
遍有效的判别法则都没有.现在唯一较有效的是借助本原多项式把 
问题转化到 Z [ x ] 内，然后利用整数的因式分解理论，来探索其不可 
约性.爱森斯坦判别法就是这种方法的一个代表.因为素数/>有无 
穷多，所以对任意正整数 n ， 在 Q [ x ] 内按爱森斯坦判别法立即构迨 
出无穷多个 n 次不可约多项式，例如工•士/>都是. 

但 Z 不是数域，所以必须注意前面數域上多项式的因式分解理 
论对 Z [ x ] 不适用，甚至连不可约多项式的定义都是不一样的. 
2[工]内也有因式分解唯一定理，但与 KDr ] 内因式分解唯一定理也 
不相同，读者应予注意. 

例 2.7 判断下列多项式在有理数域上是否 可约： 

(1) 为奇素 数）； 

(2) ? + 4/ fex +106 为整数）； 

(3) x i -x 3 +2x+l. 

解 （1) 令 x =_ y — 1，则 

/(工）= x f + px I = Cy — + piy —1) + 1 

=y + 2 (— i)*( k ^]y pk + />y — /> + l 

=y + 石 （一 1)*( ,* py — P ~ g(.y~)- 

因为1<是</»时 

( =/>(/> — 1) …（户一灸 + 1)， 

\/>/ 

P 为素数中出现的整数因子均小于户，故 （/> M !) = 1. 于是由 

/推出/>|(二卜故发(>0为本原多项式，且其系数除首项系数 

外，均被/«整除，又/> 2 不整除常数项.按爱森斯坦判别法，它在 
Z [； y ] 内不可约.再按上面第二个命题知 〆 : y ) 在 QO ] 内不可约.由 
此可推断 / U ) 在 Q O ] 内不可约.因若在 Q [ x ] 内存在 qU ) ， M : r ) 使 
/( x )= g ( x ) A ( x )( deg 9( x )> l ， degA (: c )> l ) .则 

g(y) = f(y — 1) = g(y — 1) h(y — 1). 
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现在 9(： y — l )， A (： y —1) 均为 QO ] 内多项式，且次数不变，均>1，这 
与 g •(: y ) 在 Q [: y ] 不可约矛盾. 

(2) 令 ： r =： y + l ， 则 

x 4 + Ux+1 = (y+ I) 4 + 4k (y +1) + 1 

=y + 4 ： y 3 + 6 ： y 2 + 4(A + l)_y + 4 是 + 2 = 

现在 g (: y ) 是本原多项式且除首项系数外，其余系数均被2整除，常 
数项 2(2 A + 1) 不能被2 2 整除，按爱森斯坦判别法知 g (： y ) 在 Q [>>] 不 
可约，从而: e 4 + 4；6： c +1 在 Q [ x ] 不可约. 

(3) 令 工=3；+1， 代入得 

x* - x 3 + 2x + 1 = y* + 3y 3 + 3y 2 + 3^ + 3. 

显然，取素数/> = 3.按爱森斯坦判别法即知原多项式在 Q Dr ] 内不可 
约. ■ 

评议此例题使用爱森斯坦判别法，但均需作变换将 / G ) 转换 
成 g (: V )，这时有两点必须 注意： 

(1) 使用爱森斯坦判别法之前先要判断 g (: y ) 是否本原多项式； 

(2) 要弄清由 g (： y 〉 在 Q [: y ] 不可约为什么可以断言 / U ) 在 
QO ] 内不可约. 

例 2. 8 给定 /(：1：)=<2。：1：* + <?1：1：* _1 +… Z [工]，<2。>0, 
n^\. 设存在素数/>及非负整数使/> | <2 0 * /> I at+y , p | a *+2, …， 
户|〜，但/> 2 U . 证明 /( x ) 在 ZDr ] 内有次数彡„一 A 的不可约因子 
(fix'). 

解按 Z Dr ] 内的因子分解唯一定理，有 

fix') = p • 卜 • P’H P' 、 X、 f 〜. ptixYi. 

因为 p t a 0 , 故/ > 尹声 ,.(*‘ == 1 ， 2, …，是）•但/ >|a„ ，而 a„ 是由分解式中各 
因式的常数项连乘得出，故必有 / U ) 的一个次数的不可约因子 
9 < x ) ，其常数项被/>整除.设 f ( x ) = ^ Kx ) g ( x ) , 

+…+6 卿， p\b ml 

g (. x )= C 0 x * + c〆 — 1 + … + c *. 

规设/ > 16 m _i(t' = 0,1, —，/—1)， 但 /> t b m - i . @ a 0 = boc 0 tp t a 0 , 故 /> t 
bofp U。， 于是 /<m. 现因/ > 2 |0«，而0 11 =6 111 0 1 ，巳知./>|6 1)| ，故/> |c*. 现 





§2 C , R ,Q 上多项式的因式分解 397 


约定 c -* = 00 fe = l ，2,3, …).我们有 

o - h-i — c k b m -i + + c *_ 2 6 m _ ( /_ 2) + — + c h - t b m . 

因为 />|6*-,.(*’=/_1，/_2，...，1，0)，但/» \b„~i,p 于是/> \ a H -i. 

这推出 M — ，即 n _ A </<； n = deg9 <: c ) •即 / Cr ) 有一不可约因子 
其次数 | 

评议这例题是爱森斯坦判别法的推广.实际上，提出 / Oc ) 系 
数的最大公因子之后(按条件/> U 。， 故有/> td ) 它变成本原多项 
式，当 k = 0 时它就是爱森斯坦判别法. 

例 2. 9 给定 /( ： 1 ： )=41 。 _2：* + 01 ： 1：* _1 + … +a，e z [x],a 0 >0, 
.若 /( x ) 无有理根且存在素数 />，/> t a 0 *{H /> | a 2 ,/» | a 3 »•••»/> | 
a n ,p 2 U . 证明 /( x ) 在 Q [ x ] 内不可约. 

解 设 /( x ) 系数的最大公因子是 A 令 / Uhd / Cr ), 则 7( x ) 
为本原多项式且与 / O ) 满足相同的条件（因/> U 。， 故/> \d ). 只要 

证 /( x ) 在 Z O ] 内不可约即可.因此不妨假设 / O ) 即为本原多项 
式. 

若 / Cr ) 在 Z [ x ] 内可约，设 f(.x')=gCx')h(.x)tg(.x^,h(x') 6 
Z [工]，因 /( or ) 无有理根，故 deg 《( x )>2， deg / i ( x )>2 .设 
g(.x) = 4- Vc 4-1 + …+ 6*， 

hCx) = c 0 x m + - 1 + …+ c *. 

因为 6* c „ = a ,，/> | a », 可设 因/> 2 t a •，故 /> fc ”. 假设 / >|6 *-<(i = 

0，1 ，…，/一1)，但/> f bk - i . 因为 ao =6 oCo » 而 /» t a 。， 故 /> f 6。，因而 
A . 设 c —=0(_/= l ，2, …〉.因 

a H -i = b k -,c m + b k -,+iC m -i + b k -i +z c m - z + •*• 4 - 
已知 /(: •=/ —1，/一2,…，1»0)，而 /> | bk-np t c m , 故 p 于 
是 w _ Z < l ， 即 n — 因为 m+k = n. 这推出 — 々，于是 

w < l ， 这与 /( x ) 无有理根， m >2 相矛盾.故 / U ) 在 Z |>]不可约， 
从而在 Q [ x ] 不可约. ■ 

评议这是爱森斯坦判别法的变种，把 p\a , 的条件改换成 
/ Cr ) 无有理根，也得到相同的结果，而且也有实用价值，因为判断 
/( x ) 有无有理根并不困难. 



398 第七聿一元多项式坏 


例 2. 10 设 /( x )= ao + a 1 : c + … + a , x *€ Z [ x ], deg /^ l . 其中 
a 0 为素数且 a 0 >| a , | +…+ | a .|. 证明 / Or ) 为 Z [ x ] 内不可约多项 
式. 

解 设《为 /( x ) 在 C 内的一个根.若 M <1， 则 

a 0 = | — a x a — a〆 一 ••• — a.a* | 

< l^i I 1«1 + Ihl l«| 2 + m+|a,||a|- 

< | a ! I + | a 2 | + … + I <2.1, 

与题设矛盾.故必 |«|>1. 

若 / Or ) 在 Zi >] 内可约，则有 g ( x )， A 0 c )€ 2[>]，使/(工）= 
《 Cr ) ACr ). 因 a 0 —p 为素数，若 p | a <(* = l ,2, — , n ). 因为 deg/>l 
必有某个 a , •尹0,设 a ,+ = /» a ， 则 |山| =/> | a 丨， | a |^ l . 于是 
W \ I + 1^2 1 + … + \ a m \ ^ p \ a \ ^ p = a 0 , 

与题设矛盾.故/ > 非 / Gr ) 系数的公因子.但 a 。 除/>外无其他大于1 
的公因子.因此 /( J ：) 为本原多项式.从而 deg ^( x )^ l . degh ( x )^ l . 
设 

g(.x) = 6 0 + + …+ b〆 ， 

h (. x ) = c 0 + Cix + ― + c * x *. 

因为《。=心。爹0,故6。关 0.《( x ) 在 C 内的根 H ， …， 均为 fix ') 
的根，故 IA 1>1 .根据方程根与系数的关系，有 

因而 

= I ^ MAII ^ I - I^I > \ b m \>\. 

同理，有 ko |> l . 这与 a 。 为素数矛盾.因此， / Or ) 在 Z [>] 内不可约， 
从而在 QO ] 内也不可约. | 

评议此题中给的条件是 / Gr ) 系数的不等式，并非系数的整除 
关系，因而显然不能用前面两例的办法来处理.系数直接和根相联 
系，因此要设法用根与系数的关系来处理问题.此例中的条件容易验 
证，因而有一定实用价值. 

例 2. 11 给定正整数”，试构造一个数域尺，使它作为 Q 上线性 
空间是 n 维的. 
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解取定素数/>，按爱森斯坦判别法，多项式 / Cr )= Y —户在 
Q O ] 内不可约.设定义 

Q [ a ] = U 0 + + …+ a n - x cT~ l | a , 6 Q }. 

(1) 证明 Q [«] 是一个数域.首先 ， Q [ a ] 显然对复数加、减运算 
是封闭的•对任意整数 w ， 设 ; n =^ i + r (0< r < n ). 则 o m = ( a ") , a r = 
p " (/ 6 Q [«]. 由此立知 Q [ a ] 对复数乘法也封闭.设如+〜^十…+ 
a n -\ • a " -1 6 Q [ a ] 为非零复数，定义 《( x )= a 0 + a ll r + … + a „- ix " _1 
€ QQr ]. 因 /( i ) 为 Q [ x ] 内不可约多项式，而 deg ^( x)^n — 1< 
deg /( x )， 故 / Oc ) U ( x )， 在§ i 例 1.6 的评议中已指出，此时应有 
(茗 Oc )，/ U )) = l . 于是存在 《( x 〉， t /(: c)e Q [ x ], 使 M Cr ) 容 ( x ) + 
v ( x )/( x ) =1.令 : t=a 代入，则 u (. a ) gia )+ v { a ) f { a )= u { a ) g { a ') = 
1. 这表明 

赤 = «(«) e QW. 

由此推出 Q O ] 对复数除法也封闭.故 O ] 是一数域. 

(2) 下面证明 Q [«] 作为 Q 上线性空间是 n 雒的.设 

a 0 + qa + …+ a^oT- 1 = 0 (a, 6 Q). 

令 g , ( x )= ao + aiX +** , + a ,_ ix " _1 . ^《( x )9^0, 则因 fix ') 〜 Cr )， 应 
有 (/( x )»^( x )) = l . 于是存在 «( x ), t /( x )6 QDr ]， 使 u ( x ) g (. x ) + 
wCr )/(： r ) = 1 ，以 >r = a 代入得0=1，矛盾•故发 (: r )=0, 即 a 0 = a x 
二… =^-, = 0. 由此推知1 ， a ， …在 Q 上线性无关，因 Q |>]内 
任意向量均可被它线性表示，故它是 Q |>] 作为 Q 上线性空间的一 
组基，因此 ， dim Q [«*]=?!. | 

评议此例表明存在无穷多个不同的数域，任给 Q 上一个《次 
不可约多项式，都可仿照此例构造出一个数域,这些数域的结构及相 
互关系成了一元高次代数方程理论最核心的内容.把实数域 K 看做 
Q 上的线性空间，上面向量组1，《，… ，^"― 1 是 R 内一个线性无关向量 
组，这里 n 是任意正 整数. 由此知 R 作为 Q 上线性空间是无限维的. 

例 2. 12 设 apaz ， … ， a ， 是两两不同的整数.证明多项式 
fix ') = (x — a x ~){x — a 2 )»-(x — a .) — 1 
在 QO ] 内不可约. 
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解 /U) 是首一多项式，故为本原多项式.只要证 /U) 是 
Z |>]内不可约多项式就可以了•设 /Cr)=W：r)Mx)， 这里 g ( x ), 
M:r)€ ZDc]， 且 deg《(:c)>l，degA (: r)>l .我们有 

g ( a ,') h ( A ) = /(a,.) =— 1 (i = l，2r"，”）. 

这表明 g ( a ,) = l ，/ t ( a ,.) =— 1 或 g ( a ,) = — l ,/ i ( a ,) = l . 因而总有 
《 ( a ,.) + A ( a ,-)=0 .因 deg 容 Cr )<”， degA ( a :)<”， 故 deg (容 Cr )+ ACr )) 
< n ，它有 n 个不同的根，因而 g ( x )+ A ( x ) = 0( 这里我们认为零多项 
式次数为 一 oo ) .即 h ( x ) = - gU ). 于是 / Or ) = — g ( x ) 2 .但 /( x ) 首 
项系数为1，矛盾.故多项式 /( x ) 在 Z [>] 不可约，从而在 Q O ] 不可 
约 .I 

例 2. 13设^ ， a 2 ，…， a, 是两两不同的整数.令 

/(x) — (x — a,)(x — a 2 ) — (jr — a„) + 1. 

判断 /Or) 何时在 Z Dr] 内不可约. 

解与上例一样，只要判断 /Cr) 何时在 Z [>] 不可约.设 /(x) 
= gCx ) h (, x ) ，这里 gix ) ，/ i ( x )€ Z [_x] 且 degg ( x)^l , degh ( x )^ l . 
我们有客 (a,.)/i(<i,.〉= l(i_ = l，2r"，n). 于是裒(<2,.)=/1(山）=土1.这表 
明茗 (a,-) - A(< j ,') = 0(/=1，2, …， w). 但 deg(《(x)—A(x)) 〈” ，故必 
g u )- hU )= o . 于是 f (, x -)= guy . 这只有当《为偶数时才可能. 
设 n = 2 m . 那么 degg ( x )= m . 于是 

(X — a^ix — a z ) —(x — a 2m ) — g(.x) 2 — 1 
=(茗(工）+ 1)( 茗(工） 一1). 

现在 deg (发(: r) 士 l)=m ，根据因子分解唯一定理，我们不妨设(适当 
排列 ai »a 2 **** 的次序）， 

g(,x) + 1= (x — at)(x — a 3 ) — (x — a^-i) ? 
g ( x ) — 1 = (x — a 2 )(x — a 4 ) — (x — a 2 m)- 
这里我们可令现在 a 2 ，a« ，…， a 2> » 均为 ^(x) —1 
的根，即 gU2*) = l .代入第一分解式得 

2 = (a a — a 3 ) — ( a u — a 2l „- 1 ). 

这里 — 屮><2 2 * — a 3 > …〉 叩一 ah-! ，而 k = l ,2,-" , m . 即 2 以 m 
种方式分解为 m 个互不相同整数的乘积.这种分解只有下面几种可 
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能(注意当时， aa — a ^ au 一 fli ) : 

( i ) m = l ，2 = 2； 

( ii ) m = 2, 2 = 2 • 1， 2=(-1) • ( — 2). 

于是我们有 

( i ) 此时 n = 2 m = 2 , a 2 — a 〗 = 2, 于是 

/(■ r ) = (x — aO(x — «! — 2) + 1 = (x — a , — l ) 2 ， 

这里 a , 取任意整数. 

( ii ) 此时 n = 2 m = 4, 

a 2 — ai = 2, a 2 — a 3 = 1, 

a 4 — a t = — 1, a 4 — a 3 = — 2. 

那么，心二〜+之，々：〜.！，〜：々一 1. 于是 
f { x )= (.x — aOCx — a x — 2 )(x — a , — 1)(工 一 a ! + 1) + 1 

=[Cr — a^{x — < 2j — 1) — l ] z . 

这里 ai 取任意整数. 

除了以上两种情况外， / Or ) 均在 QO ] 内不可约. ■ 

评议以上两例没有涉及 / Cr ) 系数的整除关系，但 / Cr ) 的表 
达式使它在 n 个整数 a lf a 2 , •••» 都取值 ±1. 如果/ ( x ) = 
贫 ( x ) A ( x )， 则发 U ,) AU ) = ±1. 这里仍利用整数的乘法来推断 
^仏八蚁^^的性状^万以实际上仍利用乙内的整除理论来处理问 


练习题 7. 2 


1. 判断下列多项式在有理数域上是否可约？ 

(1) x z + l t 

( 2 ) x*-^x z +\2x 2 -^x+2i 

(3) x s + x 3 + l . 

2. 将 C 看做有理数域 Q 上的线性空间.设 /(X) 是 Q [X] 内的一 
个 n 次不可约多项式， C 是 /(X) 的一个根.令 

[ a ] = {a 0 + + …+ |a, 6 Q }. 

证明 Q [«] 是 C 的一个有限维子空间，并求 Q O ] 的一组基. 
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3. 续上题.设 #= a 0 + ai a + …一 1 是 Q 0] 内的一个非零 
元素.证明在 Q [«] 内存在一个元素/，使 137 = 1 . (# 是 C 内两个数 
作乘法 .） 

4. 设 /( x )== achr *+« i ： E ’ _1 + … Z [ x ]( a 0 #0). 又设 g (. x ) 
是 Z O ] 内任一多项式，证明存在非负整数/以及 9 ( x ), r ( x )€ 
ZO ], 使 

aUCr ) = 9 ( x )/( x ) + r ( x ), 

其中 r (_ r ) = 0 或 degr (_ r )< deg /(* r ). 

5. 在 R Dr ] 内求下列多项式的素因式标准分 解式： 

(1) x 2 - +1 - l , (2) x u + 1 -^ l . 

6•设 / Or ) 是整系数多项式.如果/(0)和/( I )都是奇数，证明 
/( x ) 无整数根. 

7•试给出 Q O ] 内多项式 /( x ) = ? + 9 在 Q [>] 内可约 

的充分必要条件. 

8. 设 m ，《， A 是正整数，问何时 x 2 —：r + l 整除 x 3 " — 0 ^ +1 + 

x 3 i +2 


§3 实系数多项式实根的分布 

【内容提要】 

给定实数序列 


将其中等于零的项划掉，对剎下的序列从左至右依次观察.如果相邻 
两數异号，则称为一 个变号 •变号的总数称为序列 （1) 的变 号数. 

给定实系数多项式的序列 

/ iCr )，/ 2 ( J ：)， …， /,( x ). (2) 

对 R ， 实数序列/ 1 (^)，/ 2 ( <1 )，...，八(^)的变号数称为多项式序 
列 （2) 在 x=a 处的变号数 ，记做 WU ). 这样，对于一个实系数多项 
式序列 （2)， 我们定义了 一个取整數值的函數 WU ), 称为多项式序 
列 （2) 的 变号数 函数. 

现在设 / Cr ) 是一个次数的无重根的实系数多项式.实系 
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数多项式序列 

/ 0 ( 1 ) = /0 r )，/ iCr )，/ 2 ( x ) r ..，/, O ) (3) 

如果满足如下 条件： 

( i ) 相邻两多项式/, ( x ) ，/ i + , Or ) (*=0,1,…， s -1) 没有公共实 
根 j 

(ii) 最 后一个多项式 /,(x) 没有 实根； 

(Hi) 如果某个中间多项式 /,0r)<l<i<s) 有一个实根 a, 則 

/.-i(o)/, +1 (c) < 0j 

( iv ) 如果 a 是 /( J ：) 的实根，則乘权 /( x )/ 〆 :*:) 在 x = a 的一个 
充分小的邻域内为增函數， 

则称序列 （3) 为 /( x ) 的一个 斯图姆序列. 

定理(斯图姆定理） 设 /( x ) 是一个无重根的实系数多项式，它 
有一个斯困姆序列 （3) .以表 （3) 的变号 數兩数 ，设是两个 
实数，它们不是 / Cr ) 的根，且則 / Cr ) 在区间 （ a ,6) 内实根的个 
数等于 W ^- Wib ). 

评议在本节我们重新回到经典代数学的领域，集中讨论实系 
数多项式实根的分布问題，介绍这方面一个漂亮的 结果： 斯困姆定 
理.它相当完美地解决了实系数多项式实根分布的理论课题，并且具 
有实标应用价值. 

在本节中重新把多项式当作函數看待，它们完全是数学分析中 
的实函数，数学分析中的所有理论对它们都运用. 

应用斯困姆定理的关键是找出 / Gr ) 的一个斯困姆序列.这种序 
列并不是唯一的，可以根据多项式 /( x ) 的特点灵活地处理.但它也 
有一个普遍适用的规范方法.下面对此作一介绍. 

设 / Or ) 是一个无重根的实系数多项式，取 / 0 ( x ) = /( x ) ，_/\ Or ) 
=尸（ 0 ：)(设 deg /( x » l ). 以 ACr ) 除 / oOc )， 得 
/ 0 Cr ) = + r t ( x ), 

r - i ( x ) = 0 或 degr ,( j ：) < deg / jCx ). 

如过程到此结束•否則，取 / 2 Or) = — ri ( x )， 再用 / 2 ( x ) 去 
除 / Ux ), 得 


= 9 2 ( x )/ 2 ( x ) + r 2 ( x ), 
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r 2 ( ar ) = 0 或 degr 2 ( x ) < deg / 2 ( x ). 

如 r 2 (_ r ) = 0, 过程到此 结束. 否則，取 / 3 Cr ) = — r 2 (: r ) ，再用/ 3 (工）去 
除/ 2 (0：)，*“.经过若千步后，我们有 

= q s ix')fXx'). 

于是，我们得到一个实系数多项式 系列： 

/ oCx ) =/(工〉， / lCr ) = / r ( j ：),/ 2 ( j :), — ,/,_ i ( x ),/ 1 ( a ：). 

上面的序列就是 / Or ) 的一个斯困姆序列. 

我们来给出复系数多项式的根的一个杻略的界限. 

命题 设… CO ], 其中 a 。 关0而 
•令 

A = max{ Iq I ， |<z 2 | ， ..• ，丨 a”| }. 

则对 / Cr ) 的任一复根 a ， 有 M < l +4/ k 0 |. 

有了上面这些知识，我们碲定一个实系数多项式实根的分布情 
况就没有什么大的困难了. 

例 3. 1考査多项式 / U )=; r 3 + 3: r 2 — 1，求其实根个数和有根 
区间. 

解 它的斯图姆序列可取为 

foCx) = X 3 + 3x 2 — 1, 
fi(.x)= 3x 2 + 6x, 

/ 2 ( x )= 2 x + 1, 

/ 3 (:)= 1. 

它们在和 + 〜处变号数可用下面的表来表示： 







变号数 








■■ ar 、 

mm 


mm 



由此表可知，对充分大正数与 W ( AO 的值是多少，故多 
项式 /( x ) 有3个实根.根据上面的命题可以断定 / U ) 的实根都位 
于区间（_4,4)之内•对于这个区间内任一小区间 ( a ,6)， 应用斯图姆 
定理可以求出 U ,6) 内 /( x ) 的实根个数.利用这个办法可以 证明： 
/( x ) 的三个实根分别位于区间（一3，一 2),( — 1，0)，（0，1)内.这就 
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把 / O ) 的实根分布情况完全搞清楚了. ■ 

例 3. 2讨论多项式 -1实根的分 

布状况. 

解显然有/(1) = 0.故 / U ) 有一实根:《:。= 1.令 
Fix ') = U - 1 )/ U ) = n ^" +1 - O + l ) x " + 1， 

则 F (: c ) 与 / Or ) 有相同的实根（不计重数).因 

F ' U ) = n(n + l)(x - Dx - 1 . 

(1) 设 n 为奇数，此时.故当: r < l 时 F ' Cr )<0， F (: r ) 为 
递减函数；当 ： r 〉 l 时 F ' (: r )>0， F ( x ) 为递增函数，而尸（1) = 0,故 
FCr ) 只有唯一实根:《:。= 1，它也是 /(: c ) 的唯一实根. 

(2) 设《为偶数，此时当 x < 0 时， /—〈 O ; 而当 x >0 时 x -*> 

0.故 

f 〉0， 若工〈 0， 

F ' ( ar ) j > 0,若工 > 1， 

1< 0,若 0< x < l . 

即当; c <0 或: c > l 时 F (: r ) 为增函 数丨当 0< x < l 时 FU ) 为减函 
数.因 F (0) = 1， F (-1) = — 2«，因而在区间（一 l ，0)， F (: r ) 有唯一实 
根，它也是 / Or ) 在此区间的唯一实根 . F ( l )=/(1) = 0 .故:1：。= 1为 
/(工)的又一实根.除此外， / Or ) 无其他实根. | 

评议此例未用斯图姆定理，而是借助数学分析的知识讨论 
FGr ) 的函数图像得到解法. 

例 3. 3给定实系数多项式 /( x ) = x " + / u : + 9 , 这里 
户关 0,且设 /( x ) 无重根.试讨论 /( x ) 实根的数目. 

解按上面的规范办法找其斯图姆序列.取 / o ( x )=/(: r )， 
/ i ( i )=/' Cr ) ，因为 

/ 0 (x) = —xfxCx') + - - ~px + q, 

n n 

我们令 / 2 U ) = - (71 — 叫 (乘” 不改变所需结果). 

下面对办法略作修改，令 

fs^=-[p + n ( l -- n f )p ] H *)• 
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我们已假定 /( x ) 无重根，根据§ 1的例 1. 14，/ 3 ( x ) 是一非零常数. 
现在需证明作此修改仍符合斯图姆系列的四个条件•因 / 3 U ) 无根， 

故条件 ( i ) ， （ ii ) 满足.现在 / 2 ( x ) 有一实根,此时 

/ 1 ( a )/ 3 ( a ) = ( n (^^)' " ')) 

=_ ( /,+n (u^r t <o - 

由此推知条件 ( iii ) 符合，条件 ( iv ) 只涉及 ACr )，/ 〆 ^), 已知符合.故 
得 / Oc ) 的一个斯图姆 序列： 

/ 。 ( 工 ) ./i(-r) ，/ 3 (x). 

现令厶=一 （ (” 一 1 广 V + ( _ 1 V — 1 ). 则 

(. n - 

(1) 若 n 为奇数，则/ ^^ X ), 此时 d 与 / 3 (: r ) 同号. 

( i ) 厶>0,则 

(n - 1 )"-*/>' + ”V -1 < 0 ， 

因 9 ” _1 >0,故必/ ><0. 由此得 下表： 




由此知此时 /( x ) 有三个实根. 
( ii ) 4<0,此时/>可正可负. 
若/>>0,则有 下表： 
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在以上两种情况下， / U ) 都只有一个实根. 

(2) 若 n 为偶数•当/>>0时△与 / 3 ( x ) 同号，当/><0时 j 与 
/ sOr ) 异号. 

( i ) 厶〉0，/>>0,有下表： 



ma: 



mm 

变号数 







^KC3H 


■BKI 





此时 / Or ) 无实根. 

( ii ) 4>0，/><0,有 下表: 


gjg 

mm 


mm 


变号数 









■EH 





此时 /( x ) 无实根. 

( iii ) d <0， p >0, 有 下表： 


fgm 

mm 

mm 

jn 

jn 

变号数 



HE3B 









^BoSB 


此时 / Cr ) 有两个实根. 

( iv ) 厶<0,/»<0,有 下表: 


gig 

mm 

jn 

mm 

mm 

变号数 


■m 



■M 



■DH 






此时 / Or ) 有两个实根. ■ 

例 3. 4 设 /( x )= x 5 -5 ax 3 + 5 a 2 x +2 A 是无重根的实系数多项 
式，.求 /( x ) 实根的个数. 

解令 A = a i - b 2 . 易知 /( x ) 无重根的充分必要条件是 A^O 
(利用求 (/( x )， 尸 ( x )) 的辗转相除法容易得出这个结果).用前面介 
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绍的规范方法求 / U ) 的斯图姆序列（每个多项式 /,(: c ) 乘正实数不 
影响结 果）： 

/o(x)= x 5 — 5or 3 + 5a 2 x + 26; 

/,(x)= x A — 3ax 2 + a 2 ； 

, 2 ( 工 ） ==ax 3 — 2a 2 x — b ； 

/s(^)= clx 1 — —x — a 2 ； 
a 

/«Cx)= 含 XJ 

/ 5 (x)= 1.. 

(1) 若 △>()， 则 a >0. 此时有 下表： 



fo 

fx 

h 

h 

f* 

h 

变号数 

+ oo 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

0 

一 oo 

一 

+ 

- 

+ 

一 

+ 

5 


此时 / Gr ) 有 5 个实根. 

(2) 若4<0且 a >0. 此时有 下表: 



/。 

/. 

ft 

/， 

/‘ 

h 

变号数 

+ oo 

+ 

+ 

+ 

+ 

— 

+ 

2 

一 oo 

— 

+ 

— 

+ 

+ 

+ 

3 


此时 /( x ) 有一个实根. 

(3) 若4<0且 a < 0 . 此时有 下表: 



/0 

/l 

h 

h 

/« 

h 

变号数 

+ 00 

+ 

+ 

— 

— 

+ 

+ 

2 

一 oo 

— 

+ 

+ 

一 

— 

+ 

3 


此时 /( x ) 有一个实根. | 

例 3. 5证明实系数多项式 /(• r )=: c 5 + a : r < +6: r 3 + c ( c 7 t 0) 不 
能有5个不同实根. 

解如果 / Or ) 有5个不同实根（由小至大排列) ai ， a 2 ， a 3 ， a 4 ， as ， 
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则按微分学中的罗尔定理，在区间(山，^,. +1 )(纟=1，2,3,4)之间应有 
尸 Or ) 的一个根，故尸 U ) 应有4个不同实根.但 
4 aa : + 36)， 有一个二重根 : r = 0, 所以它至多有3个不同实根，矛盾. 
故 /( x ) 不能有5个不同实根. | 

评议本例完全使用数学分析的知识.如用斯图姆定理就把问 
题复杂化了.所以处理问题要把多方面的知识融合起来，灵活机动. 

例 3. 6设 /( x ) 是 n 次实系数多项式^4是两个实数， 

如果 / Gr )— a 和 f(x)-b 都有 n 个不同的实根.证明对任意实数 A ， 
a < A <6,/( x )- A 也有; a 个不同的实根. 

解设 /( x ) 的 n 个实根按大小排列是 ai ， a 2 ，… ，〜 按罗尔定 
理，在(山，由+ 1 )(*'= 1 ， 2 ，"*，”一 1 )内必有尸 Cz ) 的 — 个根 因 f ( x ) 
为 《-1 次多项式，故 / U ) 没有其他实根，即在区间（一 
6 |.+ 1 )(纟=^ 1 ， 2,…， n — Zhdp + oo ) 内尸 Cr ) 不变号.于是在这些区 
间内 / U 〉 为单调（上升或下降）函数.因而 / U )- a ,/ U )- fe 在每 
个区间内最多只有一个实根，但已知它们都有 n 个实根，所以它们在 
每个区间内必然恰有一个实根.这就是说，在每个这样的区间内必有 
实数使 /( c )= a ，/ W )=6 .根据连续函数中间值定理，在之 
间必有一实数6使 f ( e ) = A . 这样， / G :) — A 在上述 n 个区间的每一 
个里面都恰有一根，故知 fix)-X 恰有 n 个不同实根. | 

例 3. 7求厄米特多项式 

P.U) = (- l)"e^ £;(e~0 


的实根的个数. 

解利用高阶导数的莱布尼茨公式，我们有 








d " -1 d " -2 


-f 


两边乘（一 l )"( e 2 ) 得 

P „( x ) = xP H - iix ) — in — 1) 尸 B _ 2 Cr ). 


另一方面， 




P' n Cx)= (- l)"xe2 告 ; ( e_2 ) + ( - l)"et 

= 工尸 〆 工）一尸 , +1 (x). 

( i ) 因为工，两者无公根.设 PhU ) 与 
Pi -2 ( X )无公共根，则因 

尸,-(工）= XP ,_!( X ) — («' — 1)尸,._ 2 (工）， 

立即推知 P ,( X ) 与 / v / x ) 无公共根，这里1 = 2,3,…, 

(ii) Po=l 无根. 

( Hi ) 若 a 是 P . U ) 的一个实根，则由 ( i ) 知 a 不是 P . -“工) 的根 
P.+, (a)F.-,(a) = (aP,(a)-iP,_ 1 (a))P 1 _ 1 (a) 

= -i(F,_ 1 (a)) 2 <0. 

(iv) 设 a 是尸 ,(:r) 的一个实根，由 （ iii) 有 P» +1 (a)P„_ 1 ( a )<0. 

现在 

(尸■(:= F ， .(x)P._,(x) + P .( x ) PL , U ) 

=(: 尸》 ( 工） 一 P,+i(x))P,,_,(x) 

+ P.(x)(xP,,- a (x) - 尸 .(：)） 

= 之 : 尸 〆 ： )/*,-〆 ：） 一 P ll+ ,(x)P 1 ,_j(j：) — P,(x) 2 , 

故 

( 尸 ” ⑷尸 ,-〆：!：)〉’ | x -„ =— P pl+1 (a)P 1I _,(a) > 0. 

由上式推知在 x = a 的一个邻域内 A ( x ) 匕 Jx ) 为增函数. 

( V )因为 / >: U)=;c / >,( x ) —/\ +1 U)，g a 是 / >,( x ) 的一个复 
根，则由 （ i ) 知 / Vm ⑷关 0,而 

尸 :( a ) =— P , + i ( a ) ^ 0. 

这表明尸 „( x ) 无重根. 

由以上几条知 

P,(x),P._ 1 (x),-,P 1 (x),F 0 (x) = 1 
为多项式 P - Or ) 的一个斯图姆序列. 

已知 P 0 ( x ) = l ,/> 1 U )= x . 设对 idPM 为 i 次首一多项式， 

则因 

P*+l(x) = xP k (.x) — kP t - X (.x). 
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由上式立即推出 P * +1 ( x ) 为 A + 1 次首一多项式. 
(1) 设 n 为偶数，我们有 下表： 


m 

馨靈 



a 




变号数 


mam 

mm 

mm 

B 


wm 


rntm. 

SS 

msm 

B 

mm 

a 

wm 

n 

a 

mm 


(2) 设《为奇数，我们有下表 


g 




■ 


ISiil 





■B 

n 


n 

msm 

mm 


|IS3 

m 

warn 


mm 

mm 

■ 

■OB 



根据以上表格知 有” 个实根. | 

例 3. 8设 /( a ：) 是无重根的三次实系数多项式.令 
F ( x ) = 2/ Cc ) 尸 ( x )- [尸（: c )] 2 ， 

证明 FOc ) 恰有两个实根. 

解因 / Or ) 无重根，故当 a 为 / U ) 的根时, /( a )^0, 而 
f ( a ) = 2/( a ) 广 ( a ) — \_f ( a )] 2 =— [/’（ a )] 2 # 0， 

即 FOr ) 与 /( x ) 无公根.而 

F / ( x )= 2 fCx ) r (. x ) + 2/(： r ) 尸 ( x ) — 2 f 
= 12 a 0 /(:)， 

其中 a 。 为 / Or ) 的首项系数，不为 0. 这表明 FU ) 与 PU ) 无公根， 
因而 FOr ) 无重根，考査多项式序列 F ( x ), F '( x ), l . 

( i ) 相邻两多项式无公根 j 

( ii ) 最 后一个多项式无根； 

( iii ) 若 a 是 F f ( x ) = 12 aii f (: c ) 的一实根，则 /( a ) = 0, 故 
F ( a ) • 1 = 2/00尸 ( a ) — [^( a )] 2 =- [f ( a)J < 0. 

( iv ) 若 a 是 F ( x ) 的实根，则由 （ i ) 知 F ( a ) 关0,故 
( F ( x ) FU )) ， U -. = r ( a) 2 -h F ( a ) F n ( a ) = ( F f ( a )) 2 >0. 

因而上面多项式序列为 F ( x ) 的斯图姆序列. 

如设 /(■ r )= aox 3 + fl ll r 2 + fl 2 a :+ fl 3, 易知尸(工)是首项系数为 3 a ? 
的四次多项式， F ' Or ) 则是首项系数为124的三次多项式.故有下 
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表： 








mam 


HB9H 





i^pygi 



由上表知 FG ：) 有2个实根. | 


练习題 7. 3 


1. 讨论多项式 

(1) x 3 + x 2 -2 x - l ; (2) x *+ x 2 -li (3) x 3 - x +5 

实根的分布状况. 

2 . 求多项式 

£■(:) = 1 + + …+ 

的实根的个数. 

3. 设实系数多项式 / U ) 有一个斯图姆序列 

,0(工）= /(:) ，,1(工），/2(工)，…，/,-1(工)，/,(:). 

设 a \, a 2 , — , a , 是正实数.证明 

/。(工）= /( x ) , ai / j ( x ) , at / j ( x ), — t a,- x f , a ,/,( x ) 

也是 / Or ) 的一个斯图姆序列. 

4. 证明： 对任意实数下列多项式 

Fix ') = ax(.x 4 - 2 )(x — 2 >(x — 4) + 6 (x + l)(x — l)(x — 3) 
的所有根都是实数. 

5. 给定实系数多项式 /(: r ) = ao x ’ + AX - 1 +…+ 〜 

+ …+知，这里删去 fix ') 
中之后所有正系数项，得到 n 次多项式 g -( x ) ,已知 g "(> r ) 恰有 
唯一的正实根 G 证明 / Or ) 的所有实根 

6- 求多项式 P .( x ) = ^ P ： ( x 2 +1)- +1 £-.( -^) 实根的 个数. 




第八章多元多项式环 

§1多元多项式的基本概念 


一、多元多项式的定义 
【内容提要】 

定义设 K 是一个數域一^工^…，；！”个不定元，下面的形 
式表达式 

N N N 

/(々，工 2 ，…，：•）= 2 5] …2 

ij-Oij-O I.-O " 

其中 a , eK 而 N 为任意非负整數，称为数域 K 上的一个 n 元多 
项式.数域 K 上全体 n 元多项式所成的集合记做 K \_ X \ ，: c 2 ，… 
现在对 K [ ar 1 ， x 2 ，...，: r 11 ] 定义加法、乘法运算. 

加法定义 

2…$ \-i m x \ U " x， ： + S … 2] 'y …< 


S … S + K"i • 、工 X 


乘法设 


f(.x lt x 2 ,'-,x H ) = 2…2 a -v"< 工 ' 1 1 … 々， 

/,-0 1 耩画 0 " 

M M 

，工 2 ，...，：”）= 2 ……々. 


v A' + ?=r .. + ?=、 v 、 v> -， 


則定义 


M+N M+N 


/ o ! ，…，工,) 〆 ：” ...，：„) = 2… Sw ) …工:". 



多元多项式的加法、乘法满足一元多项式加法、乘法的所有运算 
法则. 

设在/ I 元多项式/(工1，…， X ») 内任取两个单项式 

如果序列 6 — 力，纟2 —力，..自左至右第一个非零的數为正，则 
我们规定在 /( j ^ ，…， or «) 的字典排列法中 wxj 1 …排在 bx ^'-' x '； 
之前.这样， /( A ，…， xj 中的单项式就被排定了先后顺序.排在最前 
面的单项式称为/(心 ，… ，: c ,) 的 首项. 

命题设 /(• ri ，".， i 11 )， g r ( Xi ，."，： r -)€^[: rir “， 1 r >1 ]， yV ：0， g ^ 
0,则 /• g 的首项等于/的首项和 g 的首项的乘积. 

命题设/(々 ，…， X ，） eKDxi ， …， 工-]，/尹0,則存在 <2! ，…， a 
e A ：， 使/(々 ，…，〜 ）^0. 

评议一元多项式的自然推广就是多元多项式.但这不单是不 
定元数量的增加，而是整个理论的根本性的变化.多元多项式远比一 
元多项式复杂，而且两者的性质大不相同，一元多项式环中的许多理 
论在多元多项式环中不成立•最简单的是，一元多项式可以按不定元 
方幕的大小来排定次序，而多元多项式却不行，因而要重新提出一个 
字典排列法来排定其单项式的先后顺序.因此，读者必须小心谨慎地 
处理多元多项式，不能不假思索地搬用一元多项式的一些命題、定 
理. 

例 1.1 设是数域尺上的两个;1阶方阵.如果已知 
在复数域 C 内相似，证明它们在 数域尺 内也相似. 

解设 : r = (~)，考察” z 个未知董 « f > ( i ， i = i ,- ，幻的齐次线性 
方程组： AT = TB . 这个方程组系数矩阵属于数域尺.因为已知 
在 C 上相似，故知此方程组在 C 内有非零解.即在 C 内，方程组系数 
矩阵的秩小于未知量个数.但系数矩阵属数域尺，求其秩只作加、 
减、乘、除四种运算(经初等变换)化为标准形，在内它的秩就是把 
它看做 C 内矩阵的秩，仍小于未知量的个数.由此可知，它们在尺内 
也有非零解.设: T , ，: r 2 ，…，: T ,( 5 >1) 是它在尺内的一个基础解系（显 
然也是它在 c 内的一个基础解系）.令 
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T = tiTI -|- < 2 了 2 + …+ t s T 

对于任意的 fW . 尺，•上式的: reM ,( K ) ，且满足 AT = TB . 
们考査行列式 irls / a ，…， 尺 [>! ，… A ]. 因为在 C 内存在 
<2 i ， …， a , ，使 /( a ! ，…， a ,) 尹0,故知 /^0. 由上面命题知，存在&，•••， 
久 ex ， 使 /(6” …， 6, )=^0. 此时 了=6 1 了 1 +…+6,了,是 Af ,( ZO 内一 
个可逆矩阵，使得 AT = _ BT ， 即:于是 A 与 B 在尺内相 
似 .I 

评议上面两个命题仅是多元多项式的初步的命题，但却有大 
用处•这个例题的结论限在线性代数内难以证明，但利用上面命题， 
证明变得简易 明晰. 在这里多项式发挥了独特的作用. 

例 1. 2设 /, — . x ,,] , g ^0. 如果对使 《( q ，…， a ”）# 
0的 AT 内任意一组元素々，〜，…，〜，都有 /( a ! ，…， a ,) = 0, 证明/ 
为零多项式. 

解如果/为非零多项式，从上面第一命题知众为 KDn ，…， 
X ,]内非零多项式.再按第二命题，有 ai ， a2 , …，尺，使 
f (. ai ， a 2，— , a H ) g (, a i , a 2 ,— , a K ') ^ 0. 

但 〆 A ， fl 2 ，…， <?,) 尹0时按题设应有 /( < 2 1 , < 2 2 , — ,< J „) = 0. 矛盾.故/ 
必为零多项式 .I 

例 1.3 在尺[>0»]内给定两个多项式 

/(■r,y) = a 0 Oc)y + <*iCr)y - i + …+ a«Cr) 尹0, 
g(.a:,y) = b 0 (.x)y m 4 - 6,(x)y" -1 + — + b m {x) ^ 0, 

其中山 ( x )，6)( x ) eiCl>].S 

fg = c 0 Cr ) y + - + c〆 ：)，— 1 + … + c m + B ( x ). 

证明 

max dega . ( j ) + max degbjCx ) = max degc *( x ) 

(零多项式次数定 义为一 oo ). 

解设 ao ( x ') ， ai ( x ) ，… ，〜 Or ) 中次数最高者自左至右首次出现 
的是 a ,( x )， 则 / U ，： y ) 的首项应为山 U ) 的首项5/乘以 y *. 这里 
n , =max dega 7 ( x ). 同样，设 6 0 Cr 〉 ，&( 0 ：) ，…人 (; r > 中次数最高者自 
左至右首次出现的是 & U ) ,则 g (： r ，： yO 的首项应为 6 Kx ) 的首项 ba m ' 
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乘以 y m ~ l - 这里 m / = max deg 6) Cr ). 又设 CoCr )， c 1 Cr )，“.， c « + ，( x ) c | 3 
次数最高者自左至右首次出现的是 GO )， 则/(工，3»：^(工,30的首项 
应为 c ,( x ) 的首项匕 r *， 乘以 y + * _ ‘， 这里 f , = max degcy ( x ). 按上面第 
一命题，应有 

c , x , > y m+a -' = a i x K < b l x m ' y m+n - (i+n . 

由此得 f ，=7 ii + m ;. I 

评议这是字典排列法的一个应用.字典排列法原理简单，人们 
在日常工作中也习以为常，但却能简要地解出此例. 

例 1 . 4 设71是正整数.给定数域 A ： 上 n 2 个不定元 U ，）= 1， 
2,…， n } 的多项式 /( x „ ，: r 12 ，…， x „). 若对 A ： 上任意可逆方阵4 = 
(%)都有 /( a „, a 12 ，- ， a m ) = 0, 证明/为零多项式. 

解设 X =(： r y ). 令 ^( x n , xi 2，— , x «,)= det ( X ). 根据题设，对 
任意尺，如果 g ( aii ， ai 2, …，0«»〉尹0,即 A = ( a , 7 )可逆时都有 
/0*1"«12, …， <0=0. 按例 1. 2，/为零多项式. | 

例 1.5 设是数域 / c 上两个 n 阶方阵，证明= 
B ' A - ，这里 A •表示 A 的伴随矩阵(参看第二章§ 2). 

解 （1) 若 A 与 B 均可逆，则 
时也可逆，且 

( AB )*= \ AB \{ AB)~ l = \ A \\ B \ B ~ l A~ l 
= ( Ifllfi -' KUI ^- 1 ) = B ' A \ 

(2) 若 B 可逆, A 不可逆.令而 

= ( XB )* - B . X * ， 

它是，: r 12 ，…，: r „ 的一个多项式.当(%)为可逆矩阵时，由 
(1) 知 f (. a u , a l 2 ,-, a m )=0. 按例 1. 4，/为零多项式，即对 X = A 为 
任意 n 阶方阵， C 4 B ) •— 

(3) 若均不可逆.令叉=(工 |7 )，而 

f (. x n , x lz , — , x m ') = (. AX ')' — X ' A . 

由 （1) 及 (2) 知对任意可逆方阵 fl =( 知)有 

/(6 u ，6 12 ，…， D = (. AB ')" — B " A = 0. 

按例 1. 4，/为零多项式，即对一切 n 阶方阵 S ， 都有 MSr = 
B ' A \ I 
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评议上面关于多元多项式的两个简单命题现在已发挥了重要 
的作用，从例 1. 1到本例都是它们的应用，而所解决的几个问题却是 
用前几章的知识难以解决的. 

在经典数学中有两个大的技巧,一是矩阵技巧，特别是分块矩阵 
的技巧:二是多项式，特别是多元多项式的技巧.使用这两方面的工 
具，使许多很难的问题顺利解决. 

二、 整除性与因式分解 

【内容提要】 

设有 f (. xi , ••• , x .) , g ( xi » ••• » X ,)6 K [. x \ »•••» J . / 判.若存在 
q ( xi , ••• , x „) 6 K [_ x ^, — , x„],ft 《=?/， 則称 / 整除《， 记做 / lg ■.否 
則称 / 不整除发 ，记做 / U . 

当 / lg 时，/称为茗的一个 因式， g 称为/的一个 倍式. 

设 /，发6尺[工1，".，1,]，/，茗不全为零•若 d € K {^ Xi ，— , x n ~], d ^ 
0,且<^|/，4容，則《/称为 f , g 的一个公 因式. 若为 /， g 的一个公 
因式，且对/，发的任意公因式都有 A |1則3称为 f , g 的一个 
最大公 因式. 如果 d 是 f , g 的一个最大公因式，則对任意 a ^ K , a ^ 
0, ad 仍为 f , g 的最大公因式.反之，若 d ' 为 f , g 的一个最大公因 
式，桉定义，应有及 dk '， 从而， 尺. 于是/，发的全部 
最大公因式为集合关 0}. 如果 f , g 的全部最大公因式 
为 { a | ae / C ， a 尹0}，則称 f 与 g 互素 ，记做(/，发 ）= 1. 

定义设 /( xi , ― ,xj € K [ x , , •- , x „] , deg /> l . 若存在 
尺匸工 1 ，…，工”]， deg 容 ， degA > l ，使/=发/ 1 ，則 ，称 / 为《[工，，…，工”] 

内 的可约多项式 ，否則称/为 KDn ，…， xj 内 的不可约多项式. 

定理 （因 式分解唯一定理） 设 K 是一个数域，则任意 n 元多项 
式/(々，…， xdeKQr " …，工,]，(^/>1，都可分解为 
/ = ap ». p \ (a 6 X ), 

其中 Pl ， p 2, …， pk 为 KXxi ， …，工》]内的不可约多项式， A't ， 

0 , 62 ,…， e * 为正整数；且若又有分解式 

/ = W 2 … (b 6 K ) ， 
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其中 9 i ，？2, …，屮为尺[工1，…， x »] 内的不可约多项式，中 t 

fx ， f 2 ，…，力 为正鳌数，則必有是=/，且运当排列次序后，有 g , = a ,/>, 

( a , 6 K , a , ,* = 1,2 » ― ，▲) 及 

评议多元多项式环内的整除与因式分解理论比一元多项式环 
复杂得多，而且结果也大相径庭•其主要原因是在多元多项式环内没 
有带余除法，所以须偖助带余除法证明的事实大多不再成立•例如在 
多环多项式环内也可以同样定义理想的概念，而且它也是研究多元 
多项式环的基本工具.但多元多項式环却不是主 攻想环 ，即并非所有 
理怒均由一个多项式的全体倍式组成.一元多项式环内很多有用的 
事实现在也丢失了 .例如在一元多項式环内，多项式 / Or ) 与容(工）互 
素时，必有多项式《(： 1 ：)， 1 ；(： 1 ：)，使 u (. x ') f (. x ')+ v (. x ) g (. x ) = l . 在多元 
多项式环内这事实已不成立.因此，读者必须注意，不可把一元多项 
式环内已用惯了的极念、命题随便套用于多元多项式环. 

例 1. 6 考査数域尺上的二元多项式环 Klx,yl 试在 K \_ x , y -\ 
内找出两个互素多项式 /( x ,： y ) 与 〆 : r ，： y )， 使 A ：[ xo »] 内不存在多项 
式《(： 1 ：， 30 ， 1 ；(工， 3 <)，满足 u ( x , y ') f (. x , y ')+ v (. xjy ') g (, x , y ) = l . 

解取 /(: r ，_ y )=: c ， 容 ( ar ，： y )=>>， 它们是 K [ x ，_ y ] 内两个不同的 
一次多项式，自然是不可约多项式，因而它们的公因子集合为 Mke 
K , a ^ 0 ). 即它们互素.对任意 u (. x , y ) yV ^ x ^ y ')^: K \_ x , y ~\, u (. x , y)x 
每个单项式都含因子 x , 而 t ； (: c ，： y )： y 每个单项式都含因子: y ， 因而 
绝不会变成零次多项式 1. | 

评议此例已显出多元多项式与一元多项式的根本性差异. 

例 1.7 在数域尺上二元多项式环 K [>,： y ] 内给定 〆 : r ，： y )=: c 2 
+ 2 xy — y . 证明/ >(: r ，_ y ) 是尺 [ x ， y ] 内不可约多项式. 

解如果 〆 x ，; y ) 可约，因£^ 8 />(> 2：，30 = 2，故必有 
x 2 + 2xy — y = (,a x x + b t y 4 - C!)(a 2 x 4- b 2 y + c 2 ). 

令 x = y = 0 代入，则以 2 = 0,不妨设 c 2 = 0, 于是 
p ( x , y ~) = a x a 2 x 2 (, a x b z + ajb x )xy + + a 2 c,x + b 2 Ciy . 

于是有 

a \ a z = 1, a x b 2 + a 2 b x = 2 , b x b 2 = 0 , a 2 Ci = 0 , b 2 c x =— 1. 
由上式推出 a 2 #0, 从而 ci = 0, 但 b 2 Ci = — l . 矛盾.这表明 p ( x ， y ) 为 
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尺 0，： y ] 内不可约多项式. ■ 

例 1.8 在数域尺上二元多项式环 / CDr ,： y ] 内给定 
f (. x , y ) = a 0 Cr)y + + ••• + a .( x ) ( a 0 ( x ) 尹 0). 

^ (a 0 (x) » aj(x)»•••»a,(x)) = 1. 又存在尺 [;r ] 内不可约多项式 
/>Cr )， 使 p(.x) \ a 0 (x 〉 但 / >(x) IfliCr) ， 夕 Car) |a 2 Cr) ， … ， / >(x) \ a H (.x) 
且 pixY \a H U). 证明 fix’y) 为 KO ，： y] 内不可约多项式 . 

解若 /(* r ，： y ) 为尺 [_ r ，_ y ] 内可约多项式，设 /(: r ，： y ) = 
茗(工 ，: yM (_ r ，_ y ) ，其中 deg ^ Cr ，_ y )> l ， degACr ，_ y )> l .设 

g (, x , y )= b 0 (. x ) y m + 匕⑷广 1 + … + b m Cx ) ( boix ) ^ 0), 
h (. x , y )= c 0 (工 〉 y + c〆 ：) 〆 -1 + … + c k (. x ~) ( c 0 ( x ) ^ 0). 

因 （ flo( 1 r) ， ai(x)r.. ， a»( I r)) = l，& m>l ( 因若 m = 0 , 则 g(.x,y) = 
6 0 Cr) ， deg6 0 Oc) =deg 《（ x ， _y)>l ，而 6 0 Cx) 整除 a 0 Cx '), a l ( x ), — , 
a n (. x ) ，矛盾）， , m + k = n . 因为 a,Cr)=6 麟 Cr)“Cr) ， />Cr) |a”(x) ， 
不妨设 pix ) Kx) ， 又因 />(_r) 2 |a_0c )， 故 / >(x) !c*(x ). 又有 a 0 (. x ) 
= 6 。 （ a:) c 0 ( X )， 而 p (x) I a 0 (:r )， 故 p (. x ) | b 0 (x ). 现设 p (x) | 
6 觸 —(3：)，*' = 0，1广"，/一1，但/>(3：) |6_-/Cr )， 则 l 《 m . 此时设 c - j ( x ) 
= 0 ,则 

a .- zCx ) = b m -,( x ) c A ( x ) + 6»_ /+1 ( x ) c *_ 1 ( x ) + ••• 

+ b m (, x ') c m + k - l (. x '). 

因为 p (. x ) Hi + 1 (: r )， …，户 Cr ) | 6 觸（ < 1 )，但 p (. x ) 1 6 *_/ Cx ) c *( a :), 4 fc 
/>(x) t a,-<(x )， 则 n — / = 0 ,于是 n = /<m<m + 々 = n ，矛盾.故 
/ Cr ，： y ) 为 / CO ，： y ] 内不可约多项式. ■ 

评议这实际上是 ZO ] 内爱森斯坦判别法的一个推广.在这 
里尺 Qr ] 相当于 Z . 题中条件相当于说 
/( x ，： y ) 是一本原多项式，不可约多项式/•(: c ) 相当于 Z 内的素数.这 
事实说明第七章§ 2的理论，特别是 Q [ x ] 内的因式分解理论可以大 
大扩展到更广泛的领域.这是在抽象代数课程中讨论的课题了. 

例 1.9 给定 CDr ，： y ] 内二次多项式 

f (, x y y ) = ax 2 4- 2 bxy + cy 2 + 2 dx 4- 2 ey + f . 

证明 / Or ，： y ) 在 C Dc ，： y ] 内可约的充分必要条件是 
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a b d 
bee 
d e f 


0. 


解令 


A 


a b d~ 
bee 
A e f 


则 


= (x y 1M 


x 


(1 ) 必要性若 /(x, ： y) 可约，则 

/( 工，： y) = («ix + u 2 y + u 3 ){v x x + v 2 y + v 3 ). 


令 


则 



Wl" 


'^r 

u = 1 

m 2 

，叫 

^2 


及 3 - 


-^3 - 


f(.x,y)= {x y \)U »V' 


x 

=(,x y 1)V .U' y 
. 1 . 

令 Af + CW+W ). 则 



X 


X 

/( 工，: y) = (工 ：y 1M! 

y 

丄 

=Cx y l)A 

y 

丄 


因 + + .即 a 对称.设 
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a x b x d{ 

= bi Cj e x . 

■^1 e i f\- 

则 

f(x,y~) = a x x 2 4 - 2bixy + c,^ 2 + 2d x x + 2e x y + f x , 

由此立即推出戌=九而 

rG 4) = r ( A )< r ( t 7 V , ) + r ( W , )<l + 1 = 2. 

故 UI = o . 

(2) 充分性若 | A |=0, 即 rG 4)<2 .按第四章§3,有三阶可 
逆复方阵: T ， 使 



则 


f(.x,y)= (x y 1M 



= Z' (T'AHZ 


=z\ + z\= (Zj + i* 2 )(*i — iz 2 ) 或 
而 qsMiX+Mz^y+MpZzST^x+T^y+t ^， 故 /(x ， _y ) 在 C Dxd] 内可 
约 . I 


练习埋 8.1 


1. 将下列多项式按字典排列法排列各单项式的顺序： 
f(.Xi,x 2 ,x 3 ,xO = — x\ + 3x\X 2 x 3 x a 4- 2x\xl — lx\x\x K ； 
/( 工 ”x 2 ， x 3 ，：《)== x\x\ + x\ + x\ — 6 X 1 X 2 — 7x,x 3 
+ x\x\x\x\. 
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2. 在数域 K 上的线性空间尺 [A ，…，内求由零多项式和全 
体次齐次多项式所组成的子空间 M , 的维数. 

3. 设整数.证明数域尺上多项式 

/( X , =工？ + 工！ + …+ xl — SOjiXitXi ，-" , x n ) 

是可约的，其中，•••，：!：》)* Xi ， X 2» — » X „ 每次取3个不同元 
素连乘(不计次序），最后再把它们连加所得的尺上 n 元多项式. 

4. 证明 KDr , ，…， X -] 内齐次多项式/(々，…,^)的因子仍为齐 
次多项式. 

5•设 p ( Xl , …， X r ) 为 XX ： Cl ， …， Xr ] 内的不可约多项式，” .证 
明/>(工1，…， Xr ) 也是尺1工1，…， x «] 内的不可约多项式 • 

6•设 /= ai：Ci + “.+ a * r lt +6€ K '[ Xi ，.“，: c_]，ai 不全为0,证明 
/为尺[心，…，; r ,] 内不可约多 项式. 

7. 设 / (Xl ，― tXr )€： K [xi * ••• . Xr] ♦ g (Xr+I » ― » X,) 6 ^[ x r + j » 

… ， xj ， 证明 / 与 S 看做 / CO , ，…， x _ J 内的多项式是互素的. 

8. 给定域上的多项式 

/(x, ,x 2 ,x 3 ) = — 3:? + 2 工 1 工 3 + 3x! + 7xi, 

令客(工”心，工3)=/(工3,工2,工 1)， A ( J ：1， X 2, 工3)=/(工2,工3,工1)，试写出 

的具体表达式. 

9. 举例说明 / we / CDr , ，…，:^]0»>2)且 (/， g ) = l 时，未必有 
U , v €： K [, Xi ，— ，；!：,]，使 m / + vg = l . 

10. 给定数域尺上; I 阶方阵 C 7， W , 令 

VU - 

A = . 

lW C 7 」 

证明 det (/0=| C 7+ iU ^| — iW |, 这里 i = v ^ T . 


§2对称多项式 

一、对称多项式的基本定理 
【内容提要】 

考查前 rz 个自然数所组成的集合/3={1，2,…，7|}./3到自身的 
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一个一一对应 a 称为一个”阶置换. a 可由下面的表来 描述： 

2 3 …咔 

'*1 *2 *3 … tj 

上面的表的含 意是： tr 把;6变为 G(ife = 1，2,…，; 1) .全体 n 阶置换组 
成的集合记做又. 

。 /( 工 ".*• ，工 ■) = /( 工 * ⑴， ... ，：》(•>)• 

显然有 a / Oc " …，:…，：!：,]，& a 定义了尺 [ J ：" …， x ,] 内的 
一个变换. 

定义设 /( ii ， …，: r ,) € / C [ xi ，— , J ：.]. 如果对一切 <?6 5„, 
af (. x \, — , x n ) s / Cr "."，；〉， 則称 / Cr , ，…， x ,) 是尺 Cri ，… ，；] 内 
的一个对称多项式. 

令 

A = X , + 工 2 + …+ X n , 


°2 = XxX 2 + 工兩 + …+ X—A ， 


On — X X X 2 — X n . 

上面 n 个对称多项式称为初等对称多项式. 

定理（对称多项式的基本定理） 设多项式 /(^ ，…， X ，）是 
尺[工 1 ，…，工-]内的一个对称多项式，則存在吨一的 < p (. y \,''' , y .) € 
尺 Ly ” …，: y ，] ，使 /( xi ，— , x ,,) = p ( a 1 , — ,< T ,). 

评议对称多项式是在研究一元代数方程中自然产生的.给定 
数域尺上 n 次代数方程 

a^ H 4- a x ^~ x + …+ a, = 0 (a 0 # 0). 

设它在 C 内的《个根是 a , i ，« z »* , ** o .. 它们一般是未知的，但我们知 
道 

。 .■( 〜 ， a 2 ， ... ， a”） = (― I) 1 (i = l ， 2".. ， n). 
a 0 

对尺上任意对称多项式，按上面的基本定理，应有 
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右边函数值由方程的系数给出，是已知的.这样，我们通过构達各种 
对称函数，利用上面的公式，可以给出一元代数方程根的各方面的知 
识，这无疑是一元代数方程理论探索中的一条重要的途径. 

例 2 . 1证明三次方程 ^ 3 + ai ^+ a 2 x + a 3 = 0 的三个根成等差 
级数的充分必要条件是 2 a ?-9 a lt z 2 + 27 a3 = 0. 

解三根成等差级数 a — 时，其中一个根为其他两根 
的算术平 均值. 若设三根为:，则它们成等差级数的充分必要 
条件应为 

0= Cr 2 + — 2 x,)(xi 十 x 3 — 2 x 2 )(xj + x i — 2 x 3 ) 

=(ffi — 3 x!)(<Ti — 3 工 2 )(心 一 3x 3 ) 

= — Za Y a\ 4 - 9<T 2 tT, — 27 <t 3 

=— 2a? + 9^^! — 27 <t 3 
= 2 a ? — 9 a , a 2 4 - 27 a 3 . | 

评议本例是利用对称多项式讨论一元代数方程根的性质的一 
个有趣例子，主要是构造出一个对称多项式，它等于零恰是方程根成 
等差级数的充分必要条件.此例具有典型性. 

二、对称多项式的应用 


【内容提要】 

1. 多项式的判别式 
现在考查 n 元多项式 


— ,x m )= JJ (.Xi—xjY 

1 1 … 1 

工 1 工 2 … X n 

~ : : : 

• • • 

xt 1 xr 1 … x ：- 1 


6 Q [xn — . x ,,]. 


对于任意，有 




工2 

xr 
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故△是一个对称多项式.按照上面所述基本定理，存在 〆 ％，•••，>) 
€ Q [: y ".. •，: y ”]， 使 C -) < r ,). 

给定尺 O ] 内一个 n 次多项式 

F(x) = aox" + + …+ a” (a 0 ^ 0). 

设 A ， a 2 ，… ， a » 是它的 n 个根，令 

D ( F ) = ao " -2 ^( ai ，— , a „), 

称其为 F (: r ) 的判别式.显然， F (： c ) 有重根（即〜，•••，《„中有相同 
的），其充分必要条件是 D (. F ) = 0 . 已知 

a.) = (— l)Wfl 0 (i = 1 ， 2,…，”）. 

于是 

D ( F ) = a §*_ 2 〆 一 aja 。， …，（一 l )" a B / a 0 ). 

2. 方幕和 

下面讨论一类特殊的对称多项式 

“(•rj ， … ， x”） = :rt + xj + …+ 工： (k = 0 ， 1 ， 2,…）. 

5* 称■为 k 次方幕和.我们有如下递推 公式： 

牛顿公式 

s * — 4- a 2 s k -z + …+ ( — 

+ (- 1)*^* = 0 (1<是< ”）； 

S* — OiSk-i + …+ ( — 1 Yo n s k - n = 0 (.k > «). 

评议前面已指出可以用对称多项式来描述一个》次一元代数 
方程的根，上面的对称多项式厶(: a ) 是其中最重要的一 
个； 第二个描述方程根的重要对称多项式就是方幂和 s *. 利用它们可 
以解决许多难題. 

例 2. 2设 C 是数域 K 上的一个 n 阶方阵，又设存在尺上；2阶 

k 

方阵 A ， …， 耒，私 ，…， ，使 C = 2 ( Afi , —技 A ) ，而且 C 与每个 

* = 1 

Ad = l ，2, …， A ) 可交换，则 C "=0. 

解设（：的特征多项式为 /( A ) = | A £- C |， 则由 Hamilton - 
Cayley 定理，有 /( C ) = 0. 如果我们能证明 C 的特征值(即 /( A ) 的所 
有复根)全为零，则 / U ) = > T ， 于是 C " = 0. 

我们 已知： 对任意两个 n 阶方阵 A ， B ， 迹 ti •(儿 = 0 .由 
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于 C 与 A 可交换，故对任意正整数 m ， 有 

k 

C "= - B , A ) 

«»1 

k 

于是从上式可知 

trC " = 0 (m = 1，2,…）. 

如果 C 的《个特征值为 A ,， A 2 ，… ，丄，则 C " 的 n 个特征值为町， 
芯 ，…， A ： •此时 


trC " =町 + A ? + …+ C 
现令 s» I = trC > " = A 7+ A 7 + …+<(»» = 1，2,…），而 
A (又 1，•••，<)=义乂…人.+ ... 

为初等对称多项式，…， x -> 在从 ，…， 处的值，代入牛顿公式 

— 叩解 -1 + <J2S m -2 + …+ ( — 


+ ( — = 0 , 


令 m = l ，2, …，”，由于 5^*2 = … = s , = 0 ，逐次递推得《^ = <7 2 =^..= 
A = 0，但（一1 )_«?. 为 /( A ) 的 f 的系数，由此即知 /( A ) = A •，于是 C 1 


= 0 . | 

例 2. 3在数域尺上元多项式环 / CCa ，心 ，…，心]内证明初 
等对称多项式 <Ti»<T 2 , — ,«T. 与方幂和 Si*5 2 , — ,S. 满足 


Sm = 



1 


2 o 2 


••• 0 

3^3 



4^4 

^3 

••••••••• 

ma m 

心一 1 

… < y z a 2 


其中 m = l , 2, — , n . 


^iLx- 


解对 m 作数学归纳法 . m = l 时有 Si =( Ti . 现设命题对 m〈k 
均成立，则当 m ^ k ^ n 时，把行列式按最后一行展开，利用归纳假 


设，有 





0\ 1 0 

原行列式 =( -1)* + 如* « r 2 1 

Ok-Z A_ 3 … ff 1 1 


+ S(- l) t+, a *-. +1 

i =2 



= (- \) t+l k(T k +2(- l)* + '^-.+l^-l 
1-2 


= — < T 2 s *-2 + … + ( _ + ( _ 

= S k . 

最后一步使用了牛顿公式. ■ 

评议 牛顿公式是一个递推公式,要真正 把&表 为初等对称多 
项式的多项式时，要一步一步逐次计算 h A …,…•此例则是利用行 
列式，直接用初等对称多项式表出对理论上讨论问题有利. 

例 2 . 4 证明：若 s „ 是多项式 fix ') = x "— a 的 n 个根的 m 次方 
之和（此处设 a € C )， 则 

| 0, 若 nfm , 

s m = m 

\ na H , 7^ n \ m . 

解现在 <7 1 = <7 2 =^"=(7 11 - 1 = 0，而 < t , = ( — l )"+〗 a . 当 时， 

由牛顿公式有 

S m = (TiS*-! — a z s m - 2 + …+ ( — \') m+x ma m = 0. 
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s m = OlSm-l — a 2 S”_ 2 + … + (— 1 ) ，+ 1 ^,5„_, + — 

+ (- 1 )" +1 ^_, 

= as m ^„. 

(1) « |m . 设 m= 々 w. ^ = 1 fft s m -„=So == n . 即 s，= mj 命题成立 . 
设当 m — (k — l)n 时命题成立 . 则当 m~kn 时，有 

s m = as m - n = asn-D n = a(.na k ~ l ) = na k . 

命题也成立 . 

(2) n tm. lS(.m = kn-\-r (0<r<n ) •当 k = 0 时已知命题成立•设 
m=(.k — l)”+r 时命题成立，则当 7w= 々 n+r 时 


5 網 = as m - n = as a _ VK+r = 0, 

命题也成立 .I 

评议因为 /( j :) 在 C 内的《个根是 He ’ （A = 0,1， …， 
n - V . 本例也可利用单位根的性质来求解.但用牛顿公式则显得较 
为简洁. 

例 2. 5设 X 是数域尺上的《阶方阵•若存在尺上《阶方阵 
使 — fiZ = a £+ A ( a eA ：)， 试求 A 的特征多项式. 

解因 C = a £ + A = A 6- B >!， 由例 2.2 知 C 的特征多项式为 
r . 在 C 内 j 相似于若尔当形 <7: 



从而 
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特征多项式为 

| A £ - A \= | A £- J | = | A !£ - Al | A 2 £ — «/ 2 卜 .| 人£ — ，| 

= (A - A,)-i (A - A 2 )«* … （A - A,y- = (A + aY. | 

例 2. 6 设 / U ) 是无重根的 n 次实系数多项式，它的 n 个根的 
k 次方之和记为〜证明 /(： c ) 的实根个数等于下面实二次型的符号 
差： 

n n 

/( 工 !，…，^ Si+j-zXiXj. 

1-1 >-1 

解 设 / Or ) 在 C 内的根为^，…，〜我们有 



则 fix, ，: r 2 ，“• ,x H )=X'SX=X' (.A'A)X= UX) / OUO. 设 

yi = 工 1 + a t X2 + cfj：3 4 - ― + d 

则有 

/( 々，工 2，…，•!,）= (AX')' (.AX') = + _yi + …+ 

现设 a! ， a 2 ，…， a* 为/(文）的不同实根，而 /?, = a t+i , ^,-(t = 1, 
2,…， s) 为 /(x) 的 5 对共轭复根.此时％为实线性型 0_=1,2, …， 
是），而 


yk+j = mj(.X x ,X2,'^ yX H ) + i/yCXMXzt — .X,), 





其中 m j (,x 1 ,x 2 ,— ,x n )^ (-( ： 1 ： 1 ，尤 2,… ，而 ) 均为实线性型.现在 
yi+j + yl+i= irrij 4 - ilf ) 2 + (m y — ilj ) 2 

= m 2 j — l 2 j + 2irrijlj + m Z j — — 2imjlj 

=( VY mj ) 2 - ( VT /,) z , 

因此 

k • I 

/ Or ! ，工 ”… ，工,） = 2 乂 2 + 2 ( VTm ; ) 2 — 2 (. VYlj ) 2 . 

，-i >»i y-i 

上面 yi » ― , yt , ^/~2 mi , •••, - n /^" m ,, - n /~ F/i »•••» V ~2^ l , 均为实线性 
型.现在 k + 2s = n . 因为 A , a 2 , — , a „ 两两不同，故 > S 满秩，即实二次 
型/(〜，々，…，:^满秩.根据第四章§ 3的例 3. 2,/ UpXw ，:^) 
的正惯性指数/ <)6+ s ， 负惯性指数 9 < s .而 /( on ，:^ ，…，：0满秩， 
应有/>+9 = ”.现在有（是 + s)+s = n .故必 p = k + s , 9 = s .于是 
/(工卜工”…，;^)的符号差=/> —9 = U + s ) —s = 々 = / Cr ) 实根的个 
数 .I 

评议前面已指出，& = «{ + «〗 +…+4可借助牛顿公式算出， 
然后按第四章§ 3的办法找出 / UmA ，…，^)的标准形，其中正平 
方项个数/>即为正惯性指数，负平方项个数 9 即为负惯性指数.按此 
例的结论，/>一9即为 / U ) 实根的个数.这是除斯图姆定理之外寻求 
实系数多项式实根个数的又一有效办法•当然，斯图姆定理可以进一 
步确定在区间 ( a ，6)内 / Or ) 的实根的个数，得出更强的结果，但有时 
寻找斯图姆序列的计算较为烦琐. 

例 2. 7求实系数多项式 /( x )= x 3 + 3/ — l 实根的个数. 

解现在 <Ti = — 3 ， (T Z = 0, <r 3 = l. s 0 = 3, s 1 = <t 1 = — 3 ， 
s 2 = a t si — 2<r z = 9j 


s 3 == _ a 2 s i + 3<^3 = ( — 3)9 + 3 = — 24; 

h = <^ 3 — a 2 s 2 + <t 3 Sx = ( — 3)( — 24) + (― 3) = 69. 

因此， 


" 3 -3 9* 

f(,x 1 ,x 2 ,x 3 )=X' -3 9 -24 X 

- 9 -24 69- 
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= 3 xf —6 xijt 2 + 1 8x1X3 + 9 xl~ 48 x 2 x 3 + 69 j ：3 
= 3 (xf — 2x^2 + 6 工 1 工 3 + 3 x! — 1 6x2X3+23x3) 

= 3((j ： i — Xz 4* 3 x 3 ) 2 + 2 工屋一 10: 2 工 3 +14:ci) 

= 3 ( Cti — 工 2 + 3:c 3 ) 2 +2 (x! — 5x 2 x 3 + 7工音 )） 

= 3( (Xi—x 2 + 3_r 3 ) 2 +2( (: c 2 — 音一 +和!) j 

= 3 (.xi—x z + 3 x 3 y + 6^x2 — -^x 3 'j +yx3. 

令 



这是 K 内一个可逆线性变数替换，经此变换 / Or ,，^，^) 化为标准 
形 3： y ? + 6 ：yi + | M ， 其正惯性指数为3,负惯性指数为 0. 符号差为3, 
故 /( x ) 有3个实根. | 

评议此结果和第七章§3的例 3.1 所得结果相同，但计算过 
程较为简单. 

例 2. 8给定数域 / C 上多项式 
fix') = X- + (a + b)aT~ l + (a 2 + ab 6 2 )x*- 2 + ... 

+ (a" + a m ~ l b + - + m. 

求 f (. X ~) = 0 的根的方幂和 5 i , S 2 , — , S ,. 

解令 

F ( jt )= (x — a)(x — 6〉/ Cr ) 

=(x — a )[ x " +1 + ax " + fl 2 x " _1 + … + a H x 
— b(a H 4 - a m ~ l b + — 4 - 6")] 

=x " +2 - (a " +1 + + … + b n+l )x 

+ abia" + a n ~ l b H - \-b n ). 

对多项式 FCr ) 的初等对称多项式 ( J ,.， 有 ffi = < T 2=^" = i = 0, 而 
o,+i= C- 1)" +1 ( - l)(a* +, + a n b + ... 4 - b n+l ) 

=(.- l)"(a" +1 +fl"6+ …+ b H+l ), 
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a H+2 = (- irab(a n + + …+ b”. 

于是 s 0 = n +2, s ^ trj ^ O , 心二〜一？ < r 2 = 0，" •，而 

s H = 5i J,-! — c z ?,_2 + … + ( — 1)" +1 « o H = 0. 
/ ^ J ：) 的根是把 / Cx ) 的根添加 a ，6, 故 

s t = Ik — a k — b k =—■ (a* + b k ) , 

这里 A =1 ，2,…， 71. I 


练习題 8. 2 


1. 用初等对称多项式表出下列对称多 项式： 

( 1 ) x \ x z + x ^ x \ + ar ^ x 3 + JCiX 2 3 + x \ x 3 + x 2 x 2 3 > 

(2) ( xi — x 2 ) z ( xi — x 3 ) 2 ( x 2 — x 3 ) z » 

(3) (, XiX 2 + X 3 ')(. X 2 X 3 + Xi ')(. X 3 Xi + X 2 ') J 

(4) x \ x \ + x\xl -\- x \ x \ + xlxl + j：lxl + x \ x \. 

2. ^ a ,, a 2 , a 3 是方程 5 x J —6 x 2 + 7 x —8 = 0 的三个根，计算 

(of + a x a z + <4)(0^ + a 2 a 3 + a 】 )(a^ + + a^). 

3. 设：1：1，：1： 2 ，… ，: c _ 是方程 • r > I + a ll a : II_1 + …+4 = 0的根，证明： 
x 2 r '' , x n 的对称多项式可以表成与 ai ， a 2 , — , a ,, 的多项式. 

4. 当不定兀数目时，用初等对称多项式表示 S 2， S 3， S 4 ， Ss ， 
s 6 . 

5. 证明： 如果对某个6次方程有 Sl = S3 = 0( 其中 s * 表示该方程 
6个根的々次方之和），则 

^ i /7 = ( Ss /5) ( s 2 /2). 

6. 求一个/»次方程，使其根的次方之和&满足 

Sl = S 2 =…= 5,,-! = 0. 

7. 证明 

s ! 1 

Sz Si 2 0 

s 3 s 2 S 1 3 

St -1 S t -2 s *-3 … ^1 k — 1 

Sk S*-l 5*_ 2 ― — 



A 




8. 试求方程 


工， +六广 1 +六? — 2 +…+ 3 = 

的根的方幂和 

9.设 A 是数域 A ： 上的^阶方阵.如果 

tr 04*) = 0 U = l ，2, …，”）， 
证明 A 是幂零矩阵. 


§3结 式 


一、 结式的概念 


【内容提要】 

考查数域尺上的多项式 

/( 工） = a 0 x m + a〆 -1 + …+ <z ,， 
g(x) = b 0 x m + + …+ 6_. 


RU , g ) 


a 0 


a 2 

… 

<^n 





a 0 

ai 

^2 

••• 

a n 


> 





^1 

a z … 

dn 


bo 

bi 

b 2 

• •• 

b m 





bo 

fh 

b 2 

… 

b m 






厶 0 


bi … 

b m 



(空白处为零）.称 /?(/，发） 为多项式 /，发的结式. 

命®给定尺 O ] 内两个一元多项式 

/( 工 ）= a 0 xT + flix" -1 + …+ a« > 1 )， 

容 Cr ) = boX m 4- ^ x " -1 + …+ (;n > 1) 

(此处允许 a 0 , b 0 为零），則 R (. f , g ) = 0 的充分必要条件是 a 0 = b 0 = 0 
或/与贫不 互素. 




评议数域尺上两个多项式是否互素，这可通过辗转相除法求 
其最大公因式来解决.但计算过程中两个多项式的系数都淹没在一 
大堆数据之中，没法看出它们与多项式是否互素有什么关系.结式則 
是利用两多项式的系数直接给出两多项式是否互素的判别法則.这 
样的结果通常用于理论上分析、探索问題. 

读者应注意，上面多项式中并未要求首项系数非 0. 但是当 
R ( f , g )^0 时不会出现这种情况，所以可以断言/(工）与容 Or ) 互素. 

二、 结式的计算法 

【内容提要】 

现在设 

/(x) = aox" + a〆— 1 + …+ (a 。 尹 0 ) ， 

gU) = boX m + + … + k (6 。 參 0) 

是数域尺上的两个一元多项式.设 / 在 C 内的 n 个根是 a lt -, an ,g 
在 C 内的 m 个根是那么我们有 

R(/,g) = a:flg(cO = ( - D-^JX/Cft). 

这就是结式 /2(/， g ) 的计^公式. 

我们有 

• -1 

=(- l)〒d ( a 广 a .) 2 

=(- D^aoDC/). ⑴ 

这是/的判别式与/，尸的结式之间的关系式. 

例 3.1 计算下列多项式的 结式： 

/( 工） = 工 3 — 3x 2 + 2>r + 1; g(x) = 2x 2 — x — l. 

解按上面计算公式，先求 Wx ) 的根： 1，一 故 

/?(/，《) = (-1) 6 2 3 /(1)/(- 音 ) = 8 • 1 • ( - f) =- 7. | 

例 3. 2当 A 取何值时下面多项式有公 共根： 



/ Cr )= 工 3 — Ax + 2 j g ( x ~) = x 2 + Ar + 2. 

解只要判断 A 取何值时 RCf , g ) = 0. 现在 gOr ) 的根较复杂， 
故改算行 列式： 

1 0 - A 2 0 

0 1 0 - A 2 

R ( f , g ~) = 1 A 2 0 0 =- 4(A + 1) 2 (A — 3). 

0 1 A 2 0 

0 0 1 A 2 

因此， — 1 或 3 时 /(: r ) 与 W ： r ) 有公共根. ■ 

例 3. 3 解二元联立方程组 

y 2 + x 2 — y — 3 x = 0, 
y 2 — 6 xy — x 2 + lly + 7 x — 12 = 0. 

解将各方程左端按 ： y 的降幂排列成二元多项式 
/(:，，）= y 2 — y + (. x 2 — 3 x ), 
gix , y ) = y 2 — (6 x — 11)>» — ( x 2 — 7 x + 12). 

如果方程组有一组解(: r 。，％)， 则 

多项式，它们有公共根 : y = ： y 。， 故不互素，其结式/?(/，¥)应为0.反 
之，若在 x = x 。 处/?(/，发）= 0，则按前面命题，/(：1：。，;>0与不 
互素，从而有公共根: y =： y 。， 于是 G ：。,％) 是原方程组的一组解. 

1 — 1 x z —^x 0 

尺 （/，《）=° 1 2 _1 Xl ~ ZX 

1 -(6 工一 11) -Cr 2 -7:+12) 0 

0 1 -(6 工一 11) -(x z -7x+12) 

= 40x(x—2) z (x—3). 

它有三个根 a：i = 0, x z = 2, x 3 = 3. 

(1) x , = 0. 方程组变成 

jy — = o, 

iy + Uy -12 = 0. 

两方程有一公共根 : yi = l .故 X ! = 0, 3»1 = 1是原二元联立方程组的 
一组解. 

(2) x 2 = 2 . 方程组变成 
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ly 2 ~ y ~ 2 = 0, 

ly — >» — 2 = 0. 

它们有两个公 共根力 ii - l ，3-22 = 2. 故原二元联立方程组有两组 
解(2,一1),(2,2). 

(3) x 3 = 3. 方程组变成 

jy - >- = o, 

ly — 7^ = o . 

它们有一个公共根: y 3 =0. 故原二元联立方程组有一组解(3,0). | 
例 3. 4 计算多项式 /(x)=/+ a ： r+6 的判别式. 

解 前面已指出 ZK /) = ( — 令 



那么 



因为 



■£-. OITE .-, [*£._! A 

B fiJL B C」 _ L 0 C - BAl 
而 

E k -, 0 
- BE ， 1 . 

故 /?(/， 尸 ）=|C— 凡 4| .因 

—— (n —— l)a —— nb 

0 — (« —l)a —— nb 

C - BA = ： ••• '• ••• • 

a 0 —— (n —l)a 一 nb 

- n 0 ••• 0 」”><” 

由此得 R ( f 9 f )=nV l + (-1 )- 1 (n-1 )"-V. 于是 

■(■—1) . ( n —1)( n +2) 

D (/) = ( - 1) 2 n "*"- 1 + ( -1) 2 (n - 1 | 

例 3.S 设/<，/>是数域 /： 上三个一元多项式，证明 
R ( Jg ， h ) = R ( J，fO . Rig , h ). 

解设 deg/=m，deg《 = n，degA = l 又设 / 首项系数为 a。， 发 
首项系数为6。.让/在 C 内 m 个根是 a M a 2 ，… ，〜在 C 内《个根 
是 A,A，“ •，式 ，那么，我们有 

m n 

R (/ g , h )= 

••■1 >-i 

=a k 0 f[h(<O • 6*oXXA (^) 

•-1 >-1 

= RCf^Rf.gyh'). I 

例 3. 6 设 /< 是数域 K 上两个一元多项式，证明 
Difg ) = D(/)Z) (容 ）U?(/， 客）） 2 . 

解设 degf = m , degg = n , /首项系数为 a 0 ,g 首项系数为6。， 
/在 C 的 m 个根为 ^,02,'- , a m , g 在 C 的 n 个根为 A， 爲，…，式，则 

m 

R(jg ，、 fg'n= (aAr+Hjj (/> + fgD 

»-i 

H 

• 11(/^ + /〆） (戽） 

>-1 
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= (a Ar+Hjj 尸 （《.)《(《,) 

1-1 

H 

• Jl / c ^ g'W 

>-l 

= (ar'n^^K^n^w) 

i-i >-i 

•«n 咖 ) n/ ( 見） 

*-i >-i 

= R(f,f')RCg,g')RCf,gH- 1 广及 (/ ，发） 

= (- 1)*^^0-0(/)( - 1)〒6。£>(犮） 

•(一 1)- 及（ /, 容 ）*. 

利用 （ 1) 式，我们又有 

RifgAfgy) = (- l) tm+ " il7+ "~ 1> a 0 b 0 D(.fg'). 

因为 

m(m — i) • n(n —1) , m 2 —m + n 2 —n + 2mn 

— 2 — + — —+mn= 2 

(W+W>(m+H~l) 

= 2 * 

而 a 0 b 0 ^0. 故由 （ 2 ) 式得 D(fg)=DCf)D(g)CR(.f,g)y. I 
例 3. 7 给定数域 /C 上多项式 

fix') = x " + ax" -1 + ax* -2 + …+ a, 

这里 a 关 _ + ，求 /(x) 的判别式 . 

解令 

F(x) = (x — l)/(x) = x n+1 + (a — l)x" — a. 
我们有 FU) = (n+l):c-+”( a -l)x " -1 ， 故 

R{F,F')= (n + l)- +1 (-a)"-{(^^(l - a ) 厂 

=( — a )-->[ n -+>d - a)- +1 

- «•(« + 1)(1 — ar +1 - ain + l)" +, ] 


(2) 
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=(- D-a-'Cn-d - a)" +1 + a(,n + 1)' +1 ) 

= (- V nJs ^D(F) = (- D^DCCar - l)/(x)) 
= (- l) ， D(/)D(:r - 1)( 及 (/ ，工 - I)) 2 . 

注意 1)(:1：— 1) = 1，而 

R(f,x - 1 ) = ( - 1 )"/( 1 ) = (- ir(na + 1 ). 

于是 

£>(/)= (- 1 ) 巧 • . a "~' 1 .. 2 (n''(l - a )" +1 

(.na + l) i 

+ a{n + 1)- +, ). | 

练习题 8 . 3 


1•设 /(： r )， gO ) 是数域 K 上两多项式， deg /= n，degg = m .证 
明 

R ( f , g ) = (- l )_ R ( g ， f ). 

2. 试计算以下多项式的结式/?(/， 发）： 

(1) /( 工 )= 2 工 3 —3 工 2 +2 工 +1 ， 
gix')=x z +x+Z\ 

(2) /(x) = 2x 3 -3x 2 -x+2, 
g(x)=x* — 2x 2 — 3x+4. 

3. 当 A 为何值时下面两多项式有公共根？ 

/ U ) = x 3 + Xx 2 - 9, gU) = x 3 + Az - 3. 

4. 解二元联立方程组 

ly 2 ~ 7:_y + 4 工 2 + 13x — 2y — 3 = 0, 
ly — 14x_y + 9x 2 + 28-r — 4y — 5 = 0. 

5. 试求下列多项式的结式： 

fix') = a 0 xT + a〆 -1 + … + a ”， 
gix') = aox- 1 + a〆— 2 + … + a._,. 

6. 计算下列多项式的判别式. 

(1) fU'>=x 3 -x i ~2x+\ i 

(2) 客 ( 工） = 工 3 +2 工 2 +4 工 +1. 
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7. 设已知多项式 

fix') = aox" + a〆 -1 + … 

的判别式 D (/)， 求多项式 

gU) = a n x" + a • 一 〆 _1 + •■ 

的判别式. 

8. 试计算下面多项式的判别式： 

/»( 工 )= »l( 1 + Y\ x + 2l x * + * 


+ a. 

■ + a 0 





代数学的历史演变 

早在公元前3000年，人类就开始形成数和它们的加、减、乘、除 
运算的初步概念.数学史表明，数学是人类活动非常重要的一个方 
面，它是人类出于解决各种问题的需要而产生和发展起来的.现在留 
传下来的古老的美索不达米亚文明时代写下的泥板，古埃及时代留 
传下的纸草书，以及古印度时代口头留传下来的诗歌都提供了大量 
数学资料.在我国汉朝初期(大约是公元前200年）出现了一本数学 
专著《九章算术》，其中提供了许多数学问题及其解法，说明在当时我 
们的祖先已在数学领域取得令人惊叹的成就.例如，此书第八章问题 
—写道 ：“今 '有上禾三秉，中禾二秉，下禾一秉，实三十九斗^上禾二 
秉，中禾三秉，下禾一秉，实三十 四斗； 上禾一秉，中禾二秉，下禾三 
秉，实二十六斗，问上、中、下禾实一秉各几何？ ”译成现代的话就是 
“现有上等禾谷三捆，中等禾谷二捆，下等禾谷一捆，得粮食39斗》又 
有上等禾谷二捆，中等禾谷三捆，下等禾谷一捆，得粮食34斗;再有 
上等禾谷一捆，中等禾谷二捆，下等禾谷三捆，得粮食26斗.问上、 
中、下等禾谷每捆各得粮食多少?”用现代方法，就是求解三元一次联 
立方程组 


3x + 2y + z = 39, 

* 2 工 + 3_y + z = 34 ， 

■r + + 3z = 26. 

在当时并未有这样优美的数学表达式，但书上却把它表达成矩阵的 
形式（当然是翻译成现代的术语和符号） 

'3 2 1 39' 

2 3 1 34 , 


Ll 2 3 26 」 
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而且提供的解法也类似于我们现在解线性方程组时使用的初等变 
换，把方程组化为阶梯形 


3 工 + 2：y + z = 39 ， 

- 53< + « = 24 . 

36 z =?= 99, 

然后再自下而上求各未知量的值.更令人惊异的是，此章问题十三是 
一个有6个未知数5个方程的齐次线性方程组的求解方法.这些事 
实说明，现在高等代数课程中学习的线性方程组的矩阵消元法，早在 
二千多年前就已经有其雏形了. 

下面，我们依据数学史的资料，从两个方面对20世纪之前代数 
学的发展作一些粗略的评述. 

一、 代数学研究对象的演变 

代数学最初的研究对象无疑就是有理数域.在科学技术还处于 
初级阶段时，有理数域似乎也已够用了.尽管当时在处理开平方、开 
立方以至许多一元二次方程时，肯定出现诸如这类无理数，但 
人们都用它的有理数近似值来代替它.虽然在公元前300年柏拉图 
学派已有了无理数的初步概念，但一直到9世纪埃及数学家卡米勒 
(850—930) 的著作中才较系统地运用了无理数 • 11世纪的数学家巴 
格达蒂对无理数作了较深入的分析，甚至证明了无理数的“稠密性”. 
这样，代数学终于进入到整个实数域的领地内.从我们今天的观点 
看，人们在研究二次方程(这在公元前几百年就已经开始〉时，理应由 
方程 x 2 + l =0 而发现复数.但是奇怪的是，复数及其运算的理论直 
到16世纪才在意大利数学家邦贝利 （1526 — 1572) 的著作中被较系 
统地引进.代数学到此总算进入到复数域的范畴.其所以如此，是因 
为古代人们对数的认识只停留在原始、感性的阶段，根深蒂固地认为 
“数”理应是某种具体存在事物的量度，因而认为 _ r 2 + l = 0 这样的方 
程不言而喻是“无解 ”的. 对复数这种“虚无”的数实在难于接受.甚至 
邦贝利自己也认为引入复数及其运算“整个事情出乎常理，犹如诡 
辩”.经历很长时间后，数学家们才慢慢理解和接受了这个新数系.这 
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些事实 说明： 人们的思想是有极大的时代局限性的. 

在古代的数学著作中，所讨论的问题都用文字表述，很少有数学 
记号和数学式的运算，所涉及的也都是具体的数字.又是经过漫长的 
发展过程之后，各种数学记号和数学式运算才被普遍采用.特别是从 
讨论具体数字转为讨论用文字表达的数学式的运算.这应当认为是 
代数学的另一种重要进展.人们进行文字组成的代数式的运算时，是 
不管那些文字具体代表什么数字的.那么，做这样的运算的依据是什 
么呢？就是数的运算所满足的九条运算法则.在这里人们已经确认， 
代数运算的理论与运算对象的具体内涵无关，而是由它所满足的运 
算法则决定的.这已经蕴含近世代数学的基本思想了. 

代数学的研究对象到19世纪发生了根本性的变化，它摆脱了数 
系的局限性，进入不是数的对象的运算领域.下面三方面是最早出现 
的典型事例. 

1. 矩阵进入代數学的研究领域 

德国数学大师高斯 （1777 — 1855) 在1801年出版的专著《算术研 
究》中，由于研究二元二次型 jf 讨论了两个二阶方阵的乘法.柯西 
(1789—1857) 在1815年发表的一篇论文中讨论了 两个” 阶方阵的 
乘积.到1850年英国数学家西尔维斯特 （1814—1897) 给出了一般 
m 乂 n 矩阵的概念，并首次使用了“矩阵”这个术语. 

2. 群的概念产生并成为代数学的重要新研究对象 

18世纪法国数学家拉格朗日 （1736 — 1813) 在研究一元高次方 
程的求解问题时，首次引入方程根的置换的概念，这为以后深入研究 
打下了基础.到19世纪20年代中期，挪威数学家阿贝尔 （1802 — 
1829) 证明五次一般方程不可能有求根公式就是在进一步发展拉格 
朗日的思想之后取得的.对于一般高次代数方程，这个工作是由法国 
天才数学家伽罗瓦 （1811 — 1832) 完成的.用现代的语言说，伽罗瓦考 
査数域 K 上一个 n 次代数方程 /( x )=0, 它的根当然不会全在尺 
内，因而必须把 / C 扩充为更大的数域 L ， 使 L 是包含 / Or ) = 0的全 
部根的“最小”数域.然后他研究 L 到 L 的全体非零同态，这些同态 
同时保持尺内每个数不变.这些同态是集合 L 内的变换，它自然引 
起此方程的根集合的一个置换.一个集合内的任意两个变换都可相 
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乘.伽罗瓦考査 L 到自身的所有这些同态所成的集合，其中元素有 
乘法运算.他把这样一个系统称为此代数方程的“群”，他证明一个基 
本的 事实： 该方程有无根式解取决于此方程的群的构造.伽罗瓦的 
工作表明，为了解决数域上一元代数方程的理论课题，我们必须跳出 
数的运算的领域，进入一个全新的领域——群论的领域. 

但是，伽罗瓦的成果在当时没有被人理解，他投给研究院的论文 
没有被接受. 就在这时他被迫去参加决斗，结果被击中致死.他的论 
文直到1846年，即他逝世14年之后才被正式发表，并成了代数学发 
展史上的一座里程碑. 

3. 四元数的发现 

在复数被数学家们充分理解并发挥了重要作用之后 ，一 个自然 
的问题就是能不能对复数系再作进一步的扩充，爱尔兰数学家哈密 
顿 （1805 — 1865) 在这个课题上花费极大的心血进行了长时间的探 
索.首先他把复数看做实数的二元有序组 (a ,6)，其中有加法和 乘法： 
(.a,b) + (.c,d) = (a + c,b + d ), 

(a ， b)(c ， d) = (ac — bd ,ad + be). 

于是他想能不能对实数的三元有序组 ( a , 6， c ) 作同样的工作呢？经过 
长时间的努力，他终于发现，要实现这一愿望，不应该考査三元有序 
组，而是应该考査实数的四元有序组(^心^^沁他把它写成^+况十 
O + dA ，创立了四元数的 理论. 他对获得这一成果极为振奋.多年以 
后，他在写给他儿子的信中回忆到那个使他豁然贯通的时刻时 写道： 
在 （1843 年10月 ）16 号那天，他去参加爱尔兰皇家学院召开的会议， 
走在路上,“一种潜意识出现在我脑海里，并最终有了结果.不用说， 
关于这个结果，我马上意识到了它的重 要性： 电路接通了，闪出火 
花，……，我无法抑制住激动的心情——也许是不理 智的： 用刀子把 
它刻在了布朗汉姆桥上.这个用符号 i ， j，k 表示的基本公式 就是： 
i 2 = f = k 2 = ijk = -1 ， 

它包含了上述问题的解”.这个有趣的例子说明，科学上的成就都是 
长时间坚韧不拔努力的结果. 

哈密顿的四元数乘法不满足交换律，所以已经是一种不同于数 
系的新的代数系统，但它把复数域包含在内，而且满足数的其他八条 
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运算法则，所以是数系的再扩充. 

二、 代 数学研究课埋的演变 

人类的生产活动和日常生活提出许多数学问题.在早期，这些问 
题几乎都归结为求解各种代数方程，它们自然也就成为代数学研究 
的核心课题.在代数学的初级阶段，并没有形成一般性的理论和方 
法，而是针对各项具体问题，数学家们发挥自己的才智，想出各种巧 
妙方法加以破解.直到中世纪(公元500年至1400年)才逐渐形成较 
为严密的理论，找到了一元一、二次代数方程的一般解法和求根公 
式，并写出了代数学的专著.其中有代表性的是伊斯兰数学家花拉子 
米 （780—850) 在825年写成的教程，他给这本著作起名为 《 al-Jabr 
与 al - Muqabala 计算概要》，其中 al - Jabr 和 al - muqabala 都是指解代 
数方程时采用的运算步骤.现在英文词 “ algebra ”就是从阿拉伯文 al - 
Jabr 演化过来的.而中文“代数”一词，则是清朝数学家李善兰 
(1811—1882) 首创的译名（大概是受到当时已普遍采用的以文字代 
表数这一现象的启发），一直沿用至今.在这一时期，数学家们的研究 
并不局限于解方程，其他许多课题也引起他们的兴趣，例如各种代数 
式的运算和因式分解，二项式的展开公式，构造各种有用的恒等式， 
各种级数的求和，特别是前《个自然数的方幂和等等，都进入代数学 
的研究领域. 

但是，在19世纪之前，代数学研究的中心课题始终是各类代数 
方程的解法和根的分布.在欧洲的文艺复兴时期（公元1400年至 
1700年），数学家们致力于寻找三、四次方程的求根公式并获得成 
功.最初，数学家们利用圆锥曲线的交点寻求某些三次方程的解法， 
但都是一些特例.到16世纪初，意大利数学家费罗 （1465—1526) 首 
先找到了解三次方程 x 3 + cx = d 的方法，到1545年，意大利数学家 
卡尔达诺 (1501 — 1576) 出版了代数学专著《大术》，系统地阐述了三、 
四次方程的解法.在随后的年代里，人们试图遵循三、四次方程求解 
方法的思路去寻求五次以上代数方程的解法，但都遭到失败.以致在 
17,18世纪期间，代数学处于沉寂的状况，未有重大新成果出现.这 
期间较为重要的成果是代数学与几何学结合而产生的解析几何，以 
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及吉拉德 （1595 — 1632) 在1629年的著作中首次阐述了我们今天称 
之为“高等代数基本定理”的一个重要命题，但他没有给出证明，它的 
证明是在近200年之后由高斯给出的. 

一元高次代数方程是一个较难的课题.在这个课题中累遭挫折 
的同时，数学家们在较容易的多元线性方程组的研究中取得进展，苏 
格兰数学家麦克劳林 （1698 — 1746) 和日本数学家关孝和 （1642 — 
1708) 分别提出了行列式的概念.而瑞士数学家克莱姆 (1704 — 1752) 
在1750年研究如何由一条代数曲线上已知点的坐标来确定该曲线 
方程的系数时，提出了解 n 个 n 元线性方程组的公式，即我们今天所 
说的克莱姆法则.行列式概念中己经蕴含了方阵的思想，但当时没有 
引起人们的注意. 

代数学的辉煌成就是在19世纪出现的.首先是伽罗瓦的杰出贡 
献. 伽罗瓦圆满地解决了一元代数方程的理论问题.但更重要的，是 
他的工作 表明： 一元代数方程的理论不过是群和域的一般结构理论 
的一个应用而已.因此，代数学的核心研究对象不应当是代数方程， 
而应当是各类代数系统，这就使代数学的研究发生了根本性的变化， 
代数学从此进入一个全新的时代.伽罗瓦的工作被正式发表，其重要 
意义被数学界广泛认同之后，群的理论的研究就蓬蓬勃勃地展开.首 
先是若尔当 （1838 — 1922) 较深入地研究了由置换组成的群，随后克 
罗内克 （1823—1891) 研究了交换群（又称阿贝尔群），而凯莱 （1821— 
1895) 在他的研究中给出了群的乘法表并给出了抽象群的定义.在 
1875年克莱因 （1849 — 1925) 发表了关于分式线性变换群的论文，这 
种群以后在代数和数论的研究中发挥了重要的作用.到19世纪下半 
叶，挪威数学家李 （1842 — 1899) 建立了连续变换群，即李群的基础理 
论，它不但在代数学，而且在几何学、数论、微分方程等许多领域都是 
基本的工具. 

在群论发展的同时，域论和环论也在迅速发展.1871年，戴德金 
(1831 — 1916) 给出了数域的定义，它就是我们在引言中所介绍的概 
念.以后，人们认识到，域的概念可以抽象化，也就是说它的元素不一 
定是数，只要其中有加法、乘法运算，并满足与数的运算相同的九条 
运算法则就可以了 .1830 年伽罗瓦提出了只包含有限多个元素的有 
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限域的基础理论.最后，韦伯 （1842 — 1913) 在1893年给出了域的抽 
象定义.而高斯、库默尔 （1810 —1893)、戴德金则对环论进行了相当 
深刻的研究. 

和伽罗瓦的工作类似，关于线性方程组的研究导致了行列式和 
n 维向量空间、矩阵理论的诞生和发展，而最后人们同样发现，线性 
方程组的理论不过是向量空间和矩阵的一般理论的一种应用而已. 
因而更重要的是研究向量空间和矩阵.1858年，凯莱定义了矩阵的 
加法和乘法运算并应用于线性方程组的研究 . 1879年弗罗贝尼乌斯 
(1849 — 1917) 提出了矩阵秩的概念.由于研究常系数线性微分方程 
组的解而产生的矩阵特征值和特征向量的课题在这时得到进一步的 
发展，并最终形成了矩阵若当标准形的理论.这些工作是从1743年 
达兰贝尔 （1717 — 1783) 对常微分方程组的研讨开始，经过柯西、若当 
等人的努力而实现的. 

但是向量空间和矩阵理论的重要发展是它们抽象化为线性空间 
和线性变换的一般理论,从而大大拓宽了应用的领域之后.这方面的 
研究为李群提供了重要的工具，李群论中重要的四类典型单纯李群 
就是在线性空间和线性变换理论的基础上建立起来的.线性代数的 
理论又是群和其他抽象代数系统的线性表示论的基石.另一方面，由 
线性空间理论进一步发展形成的张量积和张量的理论，线性结合代 
数理论(哈密顿的四元数就是其中重要的例子)及线性非结合代数理 
论(例如李群的李代数)也成为现代代数学的重要研究对象. 
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部分练习题答案与提示 

第一章 

练习题 1. 1 

1. 线性相关. 2. 线性相关. 

3.因 a , + « 2 — 勿= 0,故它线性 相关. 4. 线性 无关. 

5. ，句，为一极大线性无关部分组，秩为 3. 

6. r(B)<rM) + 2. 7. rM)==3,r(B) = 4. 

8. 第 2,4,5,7 个列向 燉组成 一极大线性无关部分组. 

14•设％ ,%，••■，气是一线性无关部分组，对任意 <» i ， 向贵组、，(^，…，(^，“••能 
被它的一极大线性无关部分组线性表示，按基本命题，它线性相关，再利用 
第10题. 

15. 利用等价的向教组秩相同的事实 • 

18. 设为一线性无关部分组，取任一极大线性无关部分组 
.“，％，对 <» | ,<1 2 ,".，0：,,0 1 . 1 ,<»_. 2 ，."，0^使用例1.10的筛选法， a 〗， a 2 , …， <»,线性 
无关，保持不动. 

19. 设 a , = 。•若 a 1 , — , a ,_,, a i+1 , — . a . 中有 r 个为0,则向量组秩为 n — r . 

练习题 1. 2 

1. 基础解系可取为 7i = (8,-6,1,0), 7 2 = (-7, 5, 0,1). 

2. 7 0 =( y,y.0,0,o) »7i = (0,1, 2, 0,0), 72= CO,-1,0, 2, 0),73= (2, 5,0,0, 

6 ). 

3. 把第 n 个方程乘 （_1) 加到其他方程，易知它只有零解. 

4•设〜 ，句 是一线性无关解向量组，任取一基础解系％，7 2 ，… ，灸,对向量 
组〜,％ ，…， 《,， 71 ，7 2 ，… ，办行筛选法求其极大线性无关部分组. 

5. 利用 rG 4)< r (3)< r ( B ). 

6. 把汍 , 6 2 , …，匕) 添加到该齐次线性方程组的系数矩阵4=(%)作为最后一 
行，此时新矩阵的秩 = rG 4). 
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7. 把两方程组合并成 ( m + s ) 个方程《个未知量的齐次线性方程组，证明新方 
程组系数矩阵的秩 <». 

练习题 1. 3 


1.[: :]. 2. « = 时为[: 口 ，” = 2 々 + 1 时为 =;]. 



9. 利用 tr (/ lB )= tr ( B / l )， 且注意对/：上任意 n 阶方 阵儿，山 ，…，丄及心， 
尺，都有 


tr^kxAi + 々 2 i4 2 + …+ 々 _ 人） 

= ^itr(i4i) + 々 2 trM 2 ) + …+ k m tT(A m ). 
io. 猜想 c 的列向簠组 a, y 2 ，…， y, 的一个极大线性无关部分组是&，>%，•••， 
y … 利用 c 的列向量是 a 的列向憊组的线性组合这一事实来证明这个猜 
想 . 

11 •因 m = T(E m ') = T(AB)^r(A)^m 推出 r(A) = rrn 
m=r(E m )=T(AB)^r(B)^m 推出 r(B)=m. 

第二章 

练习题 2. 1 

1. detA(l) = 77, U 1=385. 

2. \A+B\ = —2, |/1|+ |S| = -5, \2A\ = -72, 2|/l| = -36. 

3. abcd+ab+ad+cd-\-\. 4. —3. 5. n>2 时 D, = 0. 

6. x<a,-x)(a 2 -x)-(a„-x)f 丄 + — ^― + ~ 十 …+ — 1 — ). 

\ X <2i—x a 2 —x a H —x) 

7. l+fl + m+^TM+fl". 8. a ： i ： r2 … 工 *« 卜 ㈣. 
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9. a \ ai ''- a n — a \ ai ''' a n -i + aia2 — a,~2 — + ( — l)* -, ai + (― 1 )•. 

11. 1. 12. 13. 在第 10题中令 ar = — 1. 15. | M | = (-1)™. 

练习题 2. 2 

I- (. a 2 + b 2 + c 2 + d 2 y . 2. 0. 3. IX (工■一工>) 2 . 

4. 将两个行列式每一个自乘. 

6. 是 1(1 ，一 2,0)+ 务 2(0 ，一 2 ， 1 )，走 1 ，是 2 任意 . 

0 1 I 

7. (1) A m = 0 1-2, A~ l = 

.-3 2 -1. 

1 4 3" 

(2) A 0 = -1 5 3, A - 1 

.1 一 6 -4. 

'10-1 0" 

0 1 0 0 

(3) , A~ l = A \ 

0 0-1 1 

■0 0 0 — L 

II- 利用第一章例 3.15 的办法将 A 处化为小块零矩阵,再利用本章例 1.9. 

13. 利用分块矩阵初等列变换将第1,2两列互换，再利用例 1. 9. 

第三章 

练习题 3. 1 

3. (1) 线性无关，秩为2; (2) 线性相关，秩为 

(3) 线性无关，秩为2; (4) 线性无关，秩为2, 

(5) 线性无关，秩为 n + l , (6) 线性无关，秩为 n + 1. 

4. 以 l ， i 为一组基,维数为 2. 

5. 以为一组基，维数为 4. 

6. 以 £ y (i = l ，2, …，叫六=1，2, …， *) 为一组基，维数为 m *. 

8. (1) #=+ e i + + e 2 —+e 3 — “ (2) /?=2ei + e 2 —3e, + 2e«. 

9. (1) 过渡矩阵 








(2) 和的维数 = 4; ai , a 2 , 戽， ft 为一组基；交的维数= 0» 

(3) 和的维数 = 4; ai ，巧, a 3 ，禺为一组基 | 交的维数=1;负为一组基. 

不是，因 MDW 是全体对角矩阵,非零. 

.4. M ,+ M 2 非直和，为直和，从+从 2 +从 3 非直和. 

5. 把内，办扩 充为的一 组基： 巧心兩心⑷心为/^的后两个坐标向量）， 
e 3 + M , e 4 +M 为 K*/M 的一组基. 

6. £«+ M (« = l ，2 , …， 》) t f ^+ A + A / G ^) 为 的一维基，维数为 

n ( n + l ) 

~~2 ~ - 

练习题 3. 3 


• (/(€ i ),/(6 2 ) ，/(€ 3 )，/(€ 4 )) = (7 i ，？2 ,73) 


• (/(7l ) ， /(?2) ， /(73) ) = (€i 9€2 »€3 »€4 ) 


5/2 1 7/2 

1/2 1 - 1/2 - 

3/2 -3 -3/2 一 4 」 
「2 0 01 

一 2 


L0 0 0 」 

•0 


• (/(I)，/(:r)， … ，/(:r" _1 ))= (l，*r ，•••，〆） 


0 0 

士 0 


0 


o 


. 对纟作数学归纳法. 

• 考査 KerA = M，KerC4 —E)=M 对任意V ，有从而•故 
V =^ M ® N . 

• 考査 Ker(A, — A,) ，利用例 2. 6. 
b' 


a 

设 

-C 


dj 


，则 （2) 中矩阵为 

0 - c b 0 

一 b a — d 0 b 

c 0 d — a — c 

0 c — b 0 - 
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第四章 


练习理 4. 1 



-一 4 

-14 

15 

6" 


•一9 

-29 

11 

35" 


15 

一 1 

-2 

一 7 


25 

— 3 

69 

-11 

2. (2) A = 

-12 

-10 

1 

14 

i (3) i 4= 

1 

一 123 

-3 

一 11 


- 3 

4 

-15 

2- 


• 一 5 

-1 

-1 

-9 - 


ri 0 0 on 


3. (1)/ M ， B ) 在基 {€, v } 下的矩阵为 

0 10 0 
■0 0 0 1 - 

(2) 过渡矩阵 


T 


0 

0 


1 0 0' 

0 1 1 

0 1-1 


L1 - 1 0 0J 


mtU 下的矩阵为 


•2 0 0 0 ' 

0 2 0 0 

0 0 2 0 

-0 0 0 - 2 - 



■1 

0 

0 

0" 


"5 

2 

10 

14' 


0 

1 

0 

0 


2 

10 

11 

19 

5. (2) A = 

0 

0 

1 

0 

» (3) 

10 

11 

37 

47 


-0 

0 

0 

一 1- 


-14 

19 

47 

64- 


(5) < r =(0,0,1,1). 

10. (2) /( a ,々) 在基 m 下的矩阵为 


••• ••• a ••參 t 

A = : : ，其中 a = deUapA ， …， A ); 
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(3) 若 ai 9 — 9 ai-i , a i + i , •- *«>-! ，•- 线性相关，则 /( a ， #)=0,否则秩 

为 2. 


练习题 4. 2 


2. (1) 


•— 1 2 0 - 2 ' 

2-3 0 1 

0 0 0 0 
--2 10 2 - 

/(a,a)=*—x? + 4 xiX2 — 4jtix 4 — 3x| + 2xix k + 2x\. 


(2) 


0 0 0 " 

1 0 0 

0-10 
0 0 0 - 


/(a,a)=xf-x|-xl 


3. (1) fia * P ')^ x \ y \+ x \ yi + x 2 y \ + x z yz + xry % + x % y 2 


x 3 >4 + x 4 >3 + x A y A . 


(2) /( a ,^) = [_ x \ yz ~\- x x yi + x \ yK ^ xzy \ +^3+ 

+x 3 >i +XiyA+x A y\ +x 4< y 2 + 工 0^3]. 

4. (1) —^ y \ + \ y \+ y\i (2) y \-\- y\i 

(3) yi—yh (4) Sy \ + 2 y \ — 2 y \ — 8^4» 

(5) ^ y \— yi —2 y \— yi . 

6 •设 …， aj ， 卢=(6"6 2 , •••，&•)• 

若 a = 0 或卢 = 0 , 则/ =0. 否则设 a 乒0,若沒=知•将 a 扩充为 fT 的一 组基. 
令《>1=<?1：«：1+^1 2 0： 2 +…十^:^，按其他基向童作 x , 的线性型.则/变为 g = 
紗 f . 若线性无关,把它们扩充为的一组基.按上述办法，可令^!= 
ai « ri + fl 2 工2 +… + a ( l x ll ， < y2 == 6i 工 1+办2工2 +…+&;，/变为容 = 3^3^2，再化发为 
标准形. 


练习題 4. 3 

1. (1) z \+ zl + z\i (2) z \+ z \+ z \\ (3) z \+ z \+ z \\ (4) z \+ z \\ 

2. (1) z \+ z \— z\i (2) z \— z \— z \\ (3) z \— x \\ (4) z \+ z \. 

4. 不 合同. 5. 首先求此二次型的秩，然后利用例 3.1. 

6. 正、负惯性指数都是1,符号差为 0. 


(1) 是 I (2) 不是. 


练习麵 4.4 
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2. (1) -y<r<0, (2) f 取任何值二次型均非正定. 

3. 设 /(a， 沒)在基 e:,e 2 , — ,e. 下的矩阵为 i4 •令 Af=L(e， 1 ，％，•.• 限在 M 

/ i'i i t ... * V ) 

内在基 ',%，•■ •，气下矩阵为 A L . .). 

4. 利用 i4=r'T. 

6. 因 X ， AX>0,X'BX>0, 故； TG4+fi) ； f>0. 7.是. 8. c =2. 


第五章 


3.(1) T , (2) T ，(3) arccos 


练习题 S . 1 

3 

:os ― p=. 

V 77 

= (€j — 2€ 2 + 2€ 4 — € 5 ) 9 


5. 7i = — 7=( e i+«s). 7 j= -7= («i - 2cj + 2c< —e 5 ), 

V 2 V 10 

73= y ( ei + ej + e 3— e s ). 

6. 7 i = —7=(0,1,1,0,0), 7 j =- t =(-2,1,-1,2,0), 

V 2 V 10 

73 = —6»6 fl 3 t 5). 

V315 

9 - ⑴ H 六， * H ， 7 H*，**，*) 

I -36 39 42 33 \ 

(2) H 六，六， 0 , 六 )， 7l= ( 7^ ，为，为，為 ) 

f 一2 2 一 3 2 \ 

叫 ^/iTViTVirT^J. 

14. {£,vl“)=l，2，."，”}. 

练习题 S .2 


6. (1) T = 

_立丄 IT 

3 3 _ 3 

1 2 2 

3 3 3 

; (2) T= 

2 2 1 " 

- vT ^7T —t 

丄 _i_ —a 
V^5~ 3 V^T 3 


2 2 1 

- 3 3 3 」 


—° ☆ t 
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(3) 


工 1 = —7=yz+—7=yi* 

V 2 V 2 

■* 

工 3 = — 7 =^ 4 - ~7=y^ 

V 2 V 2 

工 4 ="- 7 =% — ~~7=y^ 

V 2 V 2 


标 准形： y \+ y \^ y \— y \- 


练习埋 S . 3 


2. 若 | G | =0,则 G 有一行向量可被其余行向量线性表示.由此推出有吒 V ，使 
( a ,€,) = 0 (* = 1，2,…， 《)• 由此又推出 （ a ， a 0 = 0. 

3•若 1/“=^0«»(<»古0),利用 ( Ua t Ua ) = ( a , a )^0. 

4. 利用柯西-布尼雅可夫斯基不等式： | U ,#)|=|( Aa )|< kM 創 • 

6. 因为酉变换矩阵可对角化. 

10. 证明 A 为正规变换. 


第六章 


练习埋 6. 1 


2. 参看第三章§4的例 4. 9. 

4. 设在 V 的基 ei , e 2 , …,£»下4 的矩阵成若尔当形 



则 kE + A 在此组基下矩阵为 *£+•/ .求 (*£+•/, )乂 
6. (1) A 在基下矩阵成若尔当形 



(2) A 在基 4 3 e 4 , A 2 e 4 ,/ le 4 , e 4 下的矩阵成若尔当形 
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7. 在基 e« , ，…， （ 一 1 )■-*«, ，（一 1 )■'*€*,(-I)- 1 *, 下成若尔当形. 


练习題 6. 3 

1. 每一个特征值对应于唯一的若尔当块. 

2. 零矩阵为 A 单位矩阵为 A —1. 

3. (1) A J -4 A +4, (2) A 2 -5 A +6, (3) 

4. A=aE. 

5. 设 A 是线性变换 4 在基 e ,， e 2 ，…， e - 下的矩阵•由第二章 §1 例 1.8 知 4 的 
特征多项式为 

/( A ) = | A £ — A | = <!■ + a〆 -1 + ... + < i _. 

按哈密顿一凯莱定理，有 /( A )=0 .若4的最小多项式为公 
… + a *， 则有 

g(,A~) = A* + 6〆 -1 + …+ OhB = 0> 

即 

A * ==- 6. A *- 1 - a„E. 


若 A<n， 则 


e*+i = A k t t ―― bi£ t — ― — a t £, , 
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导出矛盾 . 再注意由上面命題知 /CO=^U)A(A). 

第七章 

练习埋 7. 1 

1. (1) = y , r(x)= —yx—yj 

(2) q (. x ')= x t + x —\, r(x) = —5x+7. 

2 . (1) p =— m t — \, q=mt 

(2) p =2~ m i , 9=1 或 m = 0, />=^ + l. 

3. (1) 9 (x) = 2x 4 -6x 5 + 13x 2 -39x+ 109, r(x) = -327, 

(2) 9 (i)-^-2Lr-(5 + 2i), r(x) = -9+8i. 

4. (1) /(x)=(x-l) s +5(x-l) 4 + 10(x-lj 3 + 10(x-l)*+5(x-l) + l ; 

(2) /(x) = (x+2) 4 -8(x+2) J +22(x+2)*-24(x-f2) + ll, 

(3) /(x) = (x+i) 4 -2i(x+i)*-(H-i)(x+i)*-5(x+i) + 7 + 5i. 

5. (1) (/(x),^(x))=x+l, (2) (/(x),^(x)) = l, 

(3) (/(x)^(x))=x l -2^/2~x-l. 

6. (1) u(x)=»—x—lj v (. x )= x +2 t 

(2) u (. x )= —•|-x+-|-, v(x) = yx l —yx—1» 

(3) m(x) = —x—1. w(x)=x J +x 2 —3x—2. 

7. f=-4，“ = 0. 11. 4/> 5 + 27 9 l = 0. 12. /l=l,B=-2. 

练习 fifi 7. 2 

1. 均不可约 . 

5. (1) x 2 - +1 -l = ( J ： -l)n(x I -2xcos^j + l), 

(2) +1 = (i +1) 丘 (x 2 -2xcos -- 2 2 ~~\ )? +1). 

6. 证明对任意整数 a,/(a) 均为奇数 . 

7. 只要下列两条件之一成立： 

(1) /> 2 — 句是有 理数的平方； 

(2) 9 是一有理数 a 的平方 ,2u — 是有理数 6 的平方 • 

8• 设 ei ,e 2 是 x l -x+l = 0 的两共轭复根，则 £?=-1 .于是 

ef - ef +1 + e, M+J = (- 1)- - (- 1)* + e, [(- 1)*- (- 1)-]. 


部分练习 超答案 与提： 

故必须 m , n , k 同时为偶数或同时为奇数时才能整除. 

练习題 7. 3 

1 . (1) 三个实根在区间（一 2,—1),(—1,0),(1,2) 中, 

(2) 两个实根在区间(一 1,0) 和(0，1)中》 

(3) —个实根在 （一 2，一 1) 中. 

2 . £，(: r ) 的斯图姆序列可取为 

£ ， (x) ， £.-i(j:), — — 1. 

4. 考査实函数 

= x(x + 2)U- 2)(x- 4) 

外 (x+ 1)U- 1)U - 3) - 

在区间（一 ~，_1)， （一 1,1), (1,3) 内的变化，看它们何时等于一 + ( 显然只 

需讨论 a 关0的情况). 

5. 当 x> C 时有 / Cr )>^ Gc 〉>0. 

6 . 利用高阶微商的莱布尼茨公式计算 

- 忐)， 

再利用. 

5(? £ h) = £ : ( 1 -^) = -£ ： (pTT)* 

导出公式 

P.(.x) = 2xP._,(x) - (X* + 1)P._ 2 U). 

又尸;；(：《:)=0|+1)/> 11 _ | ( ； 1：)，故 

P.(x),P._i(x),— ,P, (x),P 0 (x) 

是 P - G :) 的一个斯图姆 序列. 用数学归纳法证明 P - U ) 是首项系数为 „ + 1 
的 n 次多项式. 

第八章 

练习题 8. 1 

3. (x? + d + … +x*) —3ff 3 <xi,x 2 . — ,x.) = (x, +x 2 + … +x.)/(xi ， x 2 ， ―, a:.). 
8. g(xifX 2 9 x 3 ) = — 3xl + 2x 3 xi + 3xl-f-7x3> 

h(xi *x 2 tx 3 )= — 3xi + 2j ： zXi 4- 3xl + 7x|. 



部分练习題答案与提示 


10. 利用例 1.4. 


练习題 8. 2 


1 . ( 1 ) 0\Oi 一 3 < t 3 . 

( 2 ) <f\a \ 一 一 4^2 + 18 o ' i <f!a 3 _ 27o\. 

(3) + _2«2<T3 + ^2_2<Titfj. 

(4) o\ ■- 2tfi<T3+2<r«. 

2 —歷 

3 .设 是 x *+ auc •一 1 + … + a , = 0 的”个根，则 



6. x’+asO.fl 为任意 复数. 8. ii = — l»sj = ,, *=5» = 0. 


9. 按例 2. 2 的办法. 


练习麵 8. 3 


2.(1) 243; (2)0. 3. 士〜/一 12. 

4. (x ，： y) = (1,2),(2,3),(0,-1),(-2,1). 

5. /G:)=x 《 (ar)+a, • 设度 Or) 根为 恥 ，…，， K/ ( 典 ） =a ： 故 R(,f,g) = 

a 0 a ：~ l . 

6. (1) 49, (2) -107. 7. D(,g)=D(,f). 

. 利用关 系式乂 ( x 〉= /.( x : 




